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Kurzfassung — Abstract

Optimierung der Anwendbarkeit der Probabilistik
in der Dimensionierung und Substanzbewertung
von BetonstralRen

Im Rahmen dieses Forschungsvorhabens wird das
Programm ConCalc entwickelt, welches die RDO
Beton 09 um simulationsbasierte Verfahren erwei-
tert. Hierzu wird erstens die Deterministik auf die Fi-
nite-Elemente-Methode (FEM) umgestellt, damit
aktuell vorhandene Einschrankungen Uberwunden
werden kdénnen. Zweitens wird eine Probabilistik im-
plementiert, um Ausfallwahrscheinlichkeiten be-
rechnen zu kénnen.

In erster Linie werden die Lastfalle der RDO Beton
09 mit FE prazise nachgebildet, so dass eine Alter-
native zur klassischen Berechnung mit analytischen
Lésungen bereitgestellt wird. Eine Parameterstudie
stellte u. a. heraus, dass das den RDO Beton 09 zu-
grundeliegende Prinzip der Superposition von Ver-
kehrs- und Temperaturlast nicht gilt. Daher sind zur
Weiterentwicklung der RDO Beton 09 weitere Un-
tersuchungen nétig.

Die Modellierungsmdglichkeiten von ConCalc ge-
hen weit Uber die der RDO Beton 09 hinaus und
umfassen unter anderem:

* Die Interaktion der Betonplatte mit der Unterlage
mittels

- Kontaktmechanik mit Volumenmodellen oder
- zugfreier Winklerbettung.

« Die Berlcksichtigung von Dubeln und Ankern
als Festkoérper in Mehrplattenmodellen zur Ana-
lyse der Interaktion im Fugenbereich, sowie

» die Abbildung nichtlinearer Temperaturverlaufe.

Neben den genannten Erweiterungen, bestehen mit
der FEM nahezu unbegrenzte Mdglichkeiten zur
Weiterentwicklung.

Zur Durchfuhrung von Berechnungen unter Anwen-
dung der probabilistischen Verfahrensweise wer-
den bestehende Formulierungen zu probabilisti-
schen Bewertungsansatzen implementiert. Unter
Berucksichtigung variierender Eingangsgrofien,
kénnen somit Ausfallwahrscheinlichkeiten berech-
net werden.

Da das Programm vornehmlich Forschungszwe-
cken dienen soll, missen Erweiterungen bzw. An-
derungen einfach méglich sein. Daher ist ConCalc
modular gestaltet und wird in vier Haupt- und meh-
rere untergeordnete Module unterteilt, die sich ein-
zeln ersetzen lassen. Die Module kommunizieren
nur Uber menschenlesbare Dateiformate, was die
Wartbarkeit und Fehlersuche vereinfacht. Soweit
moglich wird auf quelloffene und etablierte Soft-
wareldsungen zurlckgegriffen, um die zukunftige
Anwendbarkeit und Updates zu gewahrleisten. Die-
se Punkte sind fir unkomplizierte und zukunftsfahi-
ge Weiterentwicklungen essentiell.

Die nachfolgend beschriebenen Hauptmodule sind
komplett skriptbar.

Um der Erweiterbarkeit Rechnung zu tragen wird
die Benutzeroberflache zur Konfiguration der Be-
rechnung flexibel und anwenderfreundlich mit ein-
gebundenen Drop-Down-Menus und ausgewahlten
Eingabefeldern in Excel gestaltet.

Die grafische Oberflache exportiert eine Ubersicht-
lich formatierte Eingabedatei fir ConCalc im ver-
breiteten JSON-Format. Damit ist es ebenfalls mog-
lich bei Bedarf die grafische Oberflache zu umge-
hen und die Eingabedateien manuell oder geskrip-
tet zu erstellen.

Der in Matlab geschriebene Praprozessor erstellt
Eingabedateien zur Geometrie- und Netzerstellung
mittels GMSH. Die von GMSH exportierten Netzda-
ten werden anschlieRend vom Praprozessor u. a.
um Randbedingungen und Materialdaten erganzt
um lauffahige Eingabedateien im Abaqus-Format
zu erhalten.

Der ebenfalls in Matlab geschriebene FE-Rechen-
kern liest die Eingabedaten, fiihrt die Berechnung
aus und schreibt Ergebnisdateien fir den Postpro-
zessor. Die implementierten Algorithmen wurden
grundlich anhand analytischer und numerischer Re-
ferenzlésungen verifiziert.

Ein wesentlicher Aspekt liegt in der Reduzierung
der Rechenzeit von ConCalc. Dies ist insbesondere
in Hinblick auf Sensitivitatsanalysen sowie die An-
bindung der probabilistischen Verfahrensweise er-
forderlich. Zur Beschleunigung wurde ein Verfahren
zur projektionsbasierten Modellreduktion imple-



mentiert. Neben der Optimierung der Rechenzeit fur
die Einzelrechnung besteht auflerdem die Méglich-
keit, verschiedene Berechnungen, voneinander
ganzlich unabhangig, zu parallelisieren. Das Mal}
der Parallelisierbarkeit und der Reduzierung des
Rechenaufwandes ist dabei von der verfligbaren
Hardware und dem Bedarf an Genauigkeit abhan-

gig.

Die Visualisierung der Ergebnisse Gbernimmt Para-
view, woflr Dateien im Visualization-Toolkit-Format
geschrieben werden. Zur Dimensionierung und Be-
wertung wird die maximale Zugspannung identifi-
Ziert.

Mit ConCalc steht ein Code zur Verfliigung, der alle
notwendigen Voraussetzungen fir die Umstellung
der RDO Beton auf ein FEM-basiertes Verfahren er-
fullt. Aufgrund seines modularen Aufbaus und sei-
ner numerischen Effizienz ist ConCalc fiir die Wei-
terentwicklung der RDO Beton und fiir Forschungs-
zwecke geeignet. Darlber hinaus bietet ConCalc
einen Code, mit dem erstmals FEM-Berechnungen
mit der probabilistischen Methode durchgefihrt
werden kdnnen.

Optimisation of the applicability of
probabilistics in design and condition
assessment of concrete roads

Within the scope of this research project, the
programme ConCalc is developed, which extends
the RDO Beton 09 by simulation-based methods.
Firstly, the deterministic method is converted to the
finite element method (FEM) for this purpose, so
that currently existing limitations can be overcome.
Secondly, the probabilistic method is implemented
in order to be able to calculate failure probabilities.

First and foremost, the load cases of the RDO Beton
09 are precisely simulated with FE, so that an
alternative to the classical calculation with analytical
solutions is provided. A parameter study showed,
amongotherthings, thatthe principle of superposition
of traffic and temperature load underlying the RDO
Beton 09, does not apply. Therefore, additional
investigations are necessary for the further
development of the RDO Beton 09.

The modelling options of ConCalc go far beyond
those of the RDO Beton 09 and include:

* The interaction of the concrete slab with the
base using

- contact mechanics with solid base or
- tension-free Winkler bedding.

« The consideration of dowels and anchors as
solids in multi-slab models for the analysis of the
interaction in the joint area, as well as

» the representation of non-linear temperature
distributions.

In addition to the extensions mentioned, there are
almost unlimited possibilities for further development
with the FEM.

In order to carry out calculations using the
probabilistic method, existing formulations are
implemented into probabilistic design approaches.
Taking into account varying input variables, failure
probabilities can thus be calculated.

Since the programme is primarily intended for
research purposes, extensions or modifications
must be easily possible. Therefore, ConCalc has a
modular design and is divided into four main
modules and several subordinate modules that can
be replaced individually. The modules communicate
only via human-readable file formats, which
simplifies maintainability and debugging. As far as
possible, open source and established software
solutions are used to ensure future applicability
and updates. These issue are essential for
uncomplicated and future-proof further
developments. The main modules described below
are completely scriptable.

In order to take the extendability into account, the
user interface for configuring the calculation is
designed to be flexible and user-friendly with
integrated drop-down menus and selected input
fields in Excel. The graphical user interface exports
a clearly formatted input file for ConCalc in the
widely used JSON format. This also makes it
possible to bypass the graphical interface if
necessary and create the input files manually or
scripted.

The preprocessor written in Matlab creates input
files for geometry and mesh generation using
GMSH. The mesh data exported by GMSH is then
supplemented by the preprocessor with, among
other things, boundary conditions and material
data to obtain executable input files in Abaqus
format.



The FE calculation kernel, also written in Matlab,
reads the input data, performs the calculation and
writes result files for the postprocessor. The
implemented algorithms were thoroughly verified
using analytical and numerical reference solutions.
An essential aspect of ConCalc is runtime
reduction. This is particularly necessary with
regard to sensitivity analyses and the integration of
the probabilistic method. For speedup, a procedure
for projection-based model order reduction is
implemented. In addition to optimising the
calculation time for a single computation, it is also
possible to parallelise completely independent
computations. The degree of parallelisability and
the reduction of the computational effort depends
on the available hardware resources and the need
for accuracy.

The visualisation of results is performed by
Paraview, for which files are written in Visualization
Toolkit format. The maximum tensile stress is
identified for dimensioning and evaluation.

ConCalc provides a code that fulfils all the
necessary requirements for the conversion of the
RDO Beton to an FEM-based method. Due to its
modular structure and numerical efficiency,
ConCalc is suited for the further development of
the RDO Beton and for research purposes.
Additionally, ConCalc provides a code which allows
to carry out FEM calculations using the probabilistic
method for the first time.



Summary

Optimisation of the applicability of
probabilistics in design and condition
assessment of concrete roads

Within the scope of this research project, the
programme ConCalc is developed to extend the
RDO Beton (2009) by simulation-based methods.
Firstly, the deterministic method is converted to the
finite element method (FEM) for this purpose, so
that currently existing limitations can be overcome.
Secondly, the probabilistic method is implemented
in order to be able to calculate failure probabilities.

1 Convertibility to the
RDO-Beton

First and foremost, the load cases of the RDO-
Beton are precisely simulated with FE, so that an
alternative to the classical calculation with analytical
solutions is provided. A parameter study shows,
among otherthings, thatthe principle of superposition
of traffc and temperature load underlying the RDO-

2 Extended FEM modelling
options

The modelling options of ConCalc go far beyond
those of the RDO-Beton and include:

« The interaction of the concrete slab with the
base by means of

- non-tensile Winkler Foundation (Figure 1) or

- contact mechanics (Figure 2).

» The consideration of dowels and anchors (Figure
3a) as well as

» taking nonlinear temperature profiles into regard
(Figure 3b).

It becomes evident that the modelling of the
foundation under temperature load must be able
to handle the separation of the slab from the base.
Using the classical Winkler foundation or solid
foundation sharing boundary nodes with the plate
leads to unrealistic results, which is why these two
foundations models should not be used as soon as
an inhomogeneous temperature load is applied.

Contact mechanics or non-tensile Winkler

Beton, does not apply. Therefore, additional foundation allow realistic simulations of all load
investigations are necessary for the further cases'. In the traffic load case, both the classical
development of the RDO-Beton. and the non-tensile Winkler foundation allow the
(a) VG+ntW. (b) TG+ntW. (c) VIG+ntW.
Fig. 1:  The load cases defined in the RDO Beton (2009) with non-tensile Winkler foundation.
(a) VG+KK. (b) TG+KK. (¢) VIG+KK.
Fig. 2:  The load cases defined in the RDO Beton (2009) with contact mechanics.

1 V: traffic load, T: temperature load, G: gravity, ntW: non-tensile Winkler foundation, KK: continuum with contact



(a) CAD rendering of a 2-plate model.

(b) Normal stresses due to
a nonlinear temperature
profile.

Fig. 3:  Multi-plate model and nonlinear temperatre profile.
exact reproduction of the analytical solution of
WESTERGAARD (1948). The use of contact
mechanics also leads to similar results.

Deviations from the analytical solution were found
in the temperature load case. These are attributed
to the fact that the methodology of the restricted
bending beam (EISENMANN 1970) can only be
transferred to the warping of a plate under dead
weight to a limited extent. Furthermore, the factor
considering the slow deformation build-up, v,
turned out to be problematic, as it cannot be directly
considered within the linear-elastic material
modelling pursued here.

In the combined load case, significant deviations
occur compared to the sum of the individual
quantities. These deviations are attributed to the
fact that the boundary conditions of the traffic and
temperature load cases influence each other. This
highlights that the prerequisites for the superposition
principle assumed in the RDO-Beton are not given.

With the introduction of multi-plate models and the
geometrically correct modelling of connectors,
ConCalc allows a more flexible and realistic
modelling of the load transfer than the RDO Beton
(2009). Geometry, number and position of dowels
and anchors as well as the respective joint width
can be specified. In principle, single or multiple slab
models with up to four slabs and different foundation
variants are possible. The number of foundation
layers is also variable.

Taking nonlinear temperature profiles into regard
renders the detailed analysis of realistic temperature
conditions in the slab possible.

3 Unification of FEM and the
probabilistic method

In order to carry out calculations using the
probabilistic method, existing formulations for
probabilistic evaluation approaches were
programmed and implemented in ConCalc. Taking
into account varying input variables and stress
states calculated by means of FEM, failure
probabilities can be calculated and compared with
admissible failure probabilities.

The probabilistic procedure as well as the method
of calculation described in the currently valid set of
rules were partially adapted in order to link
probabilistics and the FEM. However, further
adaptations are absolutely necessary, especially
with regard to the input data of the FEM models on
which the calculated stresses are based.

For the economic provision of design-relevant
stresses by means of FE calculations, a procedure
was developed according to which an FE calculation
does not have to be carried out for every integration
point of the multiple integral. The stress values
required for solving the multiple integral are provided
in ConCalc by a multidimensional interpolation
function. To set up the interpolation function, a
minimum number of grid points, i.e. FE calculations,
is required. However, it is recommended to
investigate within the framework of a larger para-
meter study whether the currently selected number
of grid points can be reduced or must be increased
for each random variable. The examination of the
number of necessary grid points should also be
extended for other model variants with foundations
of different stiffnesses.



4 Modular research code

Since the programme is primarily intended for
research purposes, extensions or modifications
must be easily possible. Therefore, ConCalc has a
modular design and is divided into four main
modules and several subordinate modules that can
be replaced individually. The modules communicate
only via human-readable file formats, which
simplifies maintainability and debugging. As far as
possible, open source and established software
solutions are used to ensure future applicability and

updates. These issues are essential for
uncomplicated and future-proof further
developments.

The main modules described below are completely
scriptable:

4.1 Optional user interface

In order to take the extensibility into account, the
user interface for configuring the calculation is
designed to be flexible and user-friendly with
integrated drop-down menus and selected input
fields in Excel.

The graphical user interface exports a clearly
formatted input file for ConCalc in the widely used
JSON format. This also makes it possible to bypass
the graphical interface if necessary and create the
input files manually or scripted.

4.2 Preprocessor

The open-source software GMSH (Geuzaine and
Remacle 2009) is used for geometry and mesh
generation. The input data required for this is
generated by the preprocessor written in Matlab
based on the variables defined in the JSON input
file. The mesh data exported by GMSH is then
supplemented by the preprocessor with, among
other things, boundary conditions and material data
to obtain executable input files in ABAQUS-format.

4.3 FE calculation kernel

The FE calculation kernel, also written in Matlab,
reads the input data, performs the calculation and
writes result files for the postprocessor. The
implemented algorithms were thoroughly verified
using analytical and numerical reference solutions.

An essential aspect of ConCalc is runtime reduction.
This is particularly necessary with regard to
sensitivity analyses and the integration of the
probabilistic method. For speed-up, a procedure for
projection-based model order reduction is
implemented. A good speed-up of the solution
phase is achieved for both linear and nonlinear
problems. The speed-up of the solution phase for
linear problems is up to ca. 1000, in the nonlinear
case the speed-up is reduced to ca. 10 to 100 due
to the higher number of modes used. In the
examples relevant to the RDO-Beton, the assembly
accounts for a large part of the total time, hence the
entire calculation is not accelerated to a desirable
extent. In addition to optimising the calcula- tion
time for a single computation, it is also possible to
parallelise completely independent computations.
The degree of parallelization and the reduction of
the computational effort depends on the available
hardware resources and the need for accuracy.

4.4 Postprocessor

The visualisation of results is performed by
Paraview, for which files are written in Visu- alisation
Toolkit format. The input files in VTK format required
for this are created by the postprocessor written in
Matlab. The geometry, the deformation and the
resulting stress are represented in a 3D model, see
for example Figure 1. The maximum tensile stress
is identified for dimensioning and evaluation.

5 Summary

ConCalc fulfils all the necessary requirements for
the conversion of the RDO-Beton to an FEM-based
method. Due to its modular structure and numerical
efficiency, ConCalc is suited for the further
development of RDO-Beton and for research
purposes. Furthermore, ConCalc allows carrying
out FEM calculations using the probabilistic method
for the first time.
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1 Stand der Technik

Typische Berechnungsmodelle im Verkehrswege-
bau sind die

HRT  Halbraumtheorie,

MST  Mehrschichtentheorie,

PT Plattentheorie sowie die

FEM  Methode der finiten Elemente.

Fir Stral3en liefert die HRT keine ausreichend ge-
nauen Ergebnisse da es sich in der Regel um ge-
schichtete Bauwerke handelt. Die MST wird vor al-
lem fir Asphaltstrallen verwendet. Es existiert eine
ganze Reihe an Implementierungen, so bspw. BI-
SAR, JULEA, WESLEA, KENLAYER, PAVERS und
ADtoPave. Die PT wird vor allem zur Dimensionie-
rung von starren Fahrbahnen eingesetzt, siehe
KATHMANN u. a. (2021), Villaret Ingenieurgesell-
schaft mbH (2018) und WESTERGAARD (1948),
bzw. die RDO-Beton. Erlauterungen zu den analyti-
schen Verfahren der Halbraumtheorie, Mehrschich-
tentheorie und Plattentheorie liefern de JONG u. a.
(1973), FGSV (2011), Forschungsgesellschaft fir
Strallen- und Verkehrswesen (FGSV) (2011), HU-
ANG (2004), IOANNIDES und KHAZANOVICH
(1998a) und VAN CAUWELAERT (2003). Die FEM
setzt sich gerade im Bereich der Betonverkehrsfla-
chen immer mehr durch. Veréffentlichungen aus der
Forschung verwenden fast ausschlie3lich die FEM.

1.1 Analytische Verfahren

In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick tber
analytische Verfahren der Dimensionierung von Be-
tonverkehrsflachen gegeben. Die Inhalte basieren
zum Teil auf den Recherchen zu FE 04.0316 (KATH-
MANN u. a. 2021).

1.1.1 Zusammenhang zwischen ebener Span-
nung und Moment

International wird in der Regel mit der maximalen
Normalspannung in einem senkrechten Schnitt
durch die Platte, anstatt mit dem Moment gerech-
net. In jedem Fall lassen sich Momente und ebene
Normalspannungen ineinander Uberfiihren. Das
Biegemoment eines Balkens oder einer Platte er-
halt man durch Multiplikation der ebenen Spannun-
gen mit dem Hebelarm z und anschlielende Integ-

ration Uber die Dicke des Bauteils, sieche BECKER
und GROSS (2002, Formel 5.7):

h/2 h/2
M, :/ ogzdz, M, z/ oyzdz . Gl 1.1
—h/2 —h/2

Im Rahmen der Balkentheorie von Bernoulli und ih-
rer Erweiterung — der Kirchhoff-Loveschen Platten-
theorie — ergibt sich eine lineare Verteilung der Nor-
malspannungen Uber die Dicke. In diesem Fall kdn-
nen Moment und maximale Normalspannung o,,,,=
a(ig) direkt ineinander umgerechnet werden mit
der Formel:

2

e Gl. 1.2
6

M = opmax

1.1.2 Analytische Abschétzungen der Ver-
kehrsbelastung

Die auf der PT basierenden Ldsungen von WEST-
ERGAARD sind die Grundlage der analytischen Di-
mensionierungsverfahren flr Betonfahrbahnen seit
den 1920er Jahren. Die grundsatzliche Modellvor-
stellung nach WESTERGAARD ist die der schwim-
mend gelagerten Kirchhoff-Love Platte. Die Lage-
rungsbedingung kann als parallele Anordnung un-
abhangiger Federn konstanter Steifigkeit gesehen
werden, wonach die Bettungskraft (der Auftrieb)
proportional zur Durchbiegung, oder Einsenkung
ist. Diese Art der Bettung wird WINKLER (1867) und
HERTZ (1884) zugeschrieben, wobei das Konzept
schon vorher Anwendung fand, beispielsweise
durch FUSS und EULER, und generell auf dem ar-
chimedischen Prinzip griindet, siehe (SELVADURAI
1979).

Weitere prinzipiell anwendbare Verfahren sind die
von HOGG (1938, 1944) und BURMISTER
(1945a,b,c) fur die Dimensionierung von Betonver-
kehrsflachen. Allerdings hat sich das Westergaard-
Verfahren durchgesetzt (EISENMANN 1970, S. 36).

Die zugrundeliegende Plattentheorie ist die soge-
nannte Kirchhoff-Love-Platte (BECKER und
GROSS 2002; TIMOSHENKO und WOINOWSKY-
KRIEGER 1987; WESTERGAARD 1926, 1927,
1933, 1948). Sie stellt die Erweiterung der Balken-
theorie nach Euler und Bernoulli dar und nimmt an,
dass die Mittelebene einer Platte verwendet werden
kann, um die eigentlich dreidimensionale Platte als
zweidimensionale Struktur zu idealisieren. Sie fuhrt
auf eine partielle Differenzialgleichung 4ter Ord-
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nung fir die Plattendurchbiegung. Die wichtigsten
kinematischen Annahmen lauten folgendermalen
(BECKER und GROSS 2002; TIMOSHENKO und
WOINOWSKY-KRIEGER 1987):

+ Die Verschiebung w eines Punktes P ist unab-
hangig von z: w = w(x, y). Daher andert sich die
Dicke nicht: €, = 0.

* Normalen zur Plattenmitte bleiben auch nach
Deformation normal (diinn, schubstarr) und

* die Normalspannung in Dickenrichtung o, ist
vernachlassigbar klein. Es gilt naherungsweise
ein ebener Spannungszustand. Dies stellt streng
genommen einen Widerspruch dar, da die Deh-
nung und die Spannung in Dickenrichtung auf-
grund der Querkontraktion nicht beide gleichzei-
tig verschwinden kénnen.

Die Erfahrung zeigt, dass die durch diese Annah-
men entstehenden Fehler bei dinnen Platten und
kleinen Deformation vernachlassigbar sind. Als
Daumenregel fir die Giiltigkeit sind die folgenden
Verhaltnisse bekannt (ALTENBACH 2016, S. 13):

» Lange & Breite mindestens 10mal gréRer als Di-
cke,

* Dicke mindestens 10mal groRer als die Ver-
schiebung.

Unter Zuhilfenahme von Gleichgewicht, Kinematik
und Konstitutivgesetz lasst sich die Kirchhoff-Love-
sche Plattengleichung herleiten:

D 84w+2 *w +84w B
Ox* ox20y? oyt )

pbzw. DAAw =p .

Gl 1.3

Hierbei ist D die sogenannte Plattensteifigkeit

Eh3
12(1 —v2)

D— Gl 1.4

Fur die elastisch gebettete Platte muss nun die fla-
chige Bodenreaktion (Bettungsdruck) g berlcksich-
tigt werden

Fir die Bodenreaktion wird die Federlagerung nach
Winkler mit der Bettungszahl

kin N

mm3

angenommen: q = kw.

Wie aus Gleichung 2.5 die im Folgenden prasen-
tierten analytischen Lésungen hergeleitet wurden

9

CASEX
TENSION 0}
AT THE BQTTOM

CASE I
TENSION 0z
AT THE BOTTOM

e

CASE I
TENSION 0,
AT THE TOP

Fia, 1.—~Three cases of loading.

Bild 1.1: Die drei urspriunglichen Lastfalle nach WESTER-
GAARD (1926, Bild 1). Vergleiche EISENMANN
(1979, Bild 2-34)

konnten die Autoren nicht nachvollziehen. Fir wei-
tere Informationen wird auf KATHMANN u. a. (2021,
Kapitel 1.4.3) verwiesen.

WESTERGAARD 1926

WESTERGAARD (1926) leitete die ersten Glei-
chungen zur Berechnung von Biegespannungen
und Durchbiegungen von Betonverkehrsflachen un-
ter Verkehrslast her. Diese Lésungen gelten nur fir
drei spezielle Einzellastfalle, namlich Plattenmitte,
-ecke, und -rand und setzen dariber hinaus unend-
liche, oder halb-unendliche Plattendimensionen vo-
raus, siehe Bild 1.1.

Weitere vereinfachende Annahmen sind u. a. die

» kontinuierliche Bettung, kein Abheben von der
Unterlage,

» keine Lastibertragung von/auf benachbarte
Platten, und

¢ eine einzelne Radlast.

Die originalen Formeln von WESTERGAARD soll-
ten nicht verwendet werden (IOANNIDES u. a.
1985; LOSBERG 1960) und werden hier daher
auch nicht wiedergegeben. Uber die Zeit versuch-
ten verschiedene Forscher die Einschrankungen
von WESTERGAARDS Originalformeln zu umge-
hen, sowie auf Basis von Beobachtungen in der Re-
alitét zu verbessern. In den RDO-Beton ist die Kan-
tenbefahrung malfigeblich, Losungen fur die Plat-
tenmitte oder die Plattenecke werden nicht bertick-
sichtigt. Aus diesem Grund werden im Folgenden
nur Lésungen fir diesen Lastfall diskutiert. Die Last
gilt als an der Kante befindlich, falls sie sich in be-
trachtlichem Abstand zu einer Ecke befindet.
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TELLER & SUTHERLAND 1935

TELLER und SUTHERLAND (1935, Formel 19) ge-
ben eine auf Basis von Untersuchungen empirisch
ermittelte Formel an:

F Eh3
[ 0,529(1 + O,54V)m |:10g10 <W>
Gl.1.6

b
+ lOgIO (m) — 1,0792:|

wobei F die Berechnungsradlast ist. Die originale
Definition des fiktiven Radius der kreisférmigen Er-
satzaufstandsflache, b, lautet nach WESTER-
GAARD (1926, Formel (8)):

- {\/1,67"2 + 02— 0,675h, fir r < 1,724h g 4 7

T, fiir r > 1,724h

Gleichung 1.6 wurde fir die beim Aufschisseln
nicht kontinuierliche Auflage in Kombination mit
schlechten (feucht, Tauwetter) Bodenverhaltnissen
bestimmt. Gleichung 1.6 findet sich auch bei Eisen-
mann (1970, Formel 19) mit einem ,+“ anstatt ei-
nem ,—“ im Nenner des mittleren Terms der Klam-
mer. In EISENMANN und LEYKAUF (1975, Abbil-
dung 1) ist sie korrekt enthalten, daher ist zu vermu-
ten, dass es sich bei der Verwendung des ,+“ um
ein Versehen handelt. In EISENMANN (1979, For-
mel 20b), EISENMANN und LEYKAUF (1981) so-
wie im Arbeitspapier zur Plattentheorie ist die For-
mel mit dem zusatzlichen Faktor 0,1 im Zahler des
mittleren Terms der Klammer enthalten, vgl. FGSV
(2011, Gleichung 4.15). Welche Grinde in der Ver-
wendung des Faktors 0,1 lagen oder ob es sich um
ein Versehen handelt, vermégen die Autoren nicht
Zu sagen.

Westergaard 1948

WESTERGAARD selbst verbesserte seine Formeln
stetig weiter, so beispielsweise in einer Veroffentli-
chung, die sich eigentlich mit Spannungen in Ober-
flachen aus Beton von Flugplatzen beschaftigt:
WESTERGAARD (1948). ,New Formulas for Stress
in Concrete Pavements of Airfields®. In: American
Society of Civil Engineers Transactions 113, S.
425-444. Zunachst sei an dieser Stelle eine Losung
prasentiert, die dem Lastfall ,Kante“ aus Bild 1.1
entspricht.

Case 4. - As in Case 3, the load is again next to
an edge or next to a joint that has no capacity for
load transfer, but the total load P is now distribu-
ted uniformly over the area of one half of an ellip-
se. The ellipse has the principal radii a and b,

and the diameter 2a is along the edge or joint.
This condition may occur when one half of the
footprint of the tire is outside the panel under
consideration; P is then one half of the total pres-
sure transmitted through the tire.

Fir diesen Lastfall wird die folgende Lésung ange-
geben:

3(1 Eh?
0y = ( +V)}z:2 log 0 — Gl. 1.8
(3 +v) 100K (2£2)
B +v)p [3,84 4
7T(3+I/)h2 3 Gl 19

a—1b b
1-— 14 2v)-
(-0 05+ )]

Die sogenannte ,elastische Lange®, [, ist nach
WESTERGAARD (1926, Formel (1)) wie folgt defi-
niert

/D
l=1/=.
k

Gleichung 1.8 Iasst sich im Falle einer halbkreisfor-
migen Last (a = b = r) folgendermalRen vereinfa-
chen:

(1+v)
e 5(31:”)52 [m (

Gl.1.10

Eh3

100K7“4> Gl. 1.11
4 T

3,84 — §V +0,5(1 + 2y)ﬂ

In dieser Form entspricht Gleichung 1.11 IOANNI-

DES u. a. (1985, Formel 2d). Im Falle eines voll-

stéandigen Reifenabdrucks an der Plattenkante:

Case 3. The load is next to an edge or next to a
joint that has no capacity for load transfer. [...]
The total load P is distributed uniformly over the
area of an ellipse which is tangent to the edge or
joint [...]. The tensile stress at the bottom along
the edge or joint directly under the point of tan-
gency of the ellipse [...] may be computed [...] by

the formula
Eh?
"\ Took(ett)e
(“37)

a—>b
a+b

_3(1+v)P |
- 73+ v)h?

Oe

Gl. 1.12

4
+1,84—§V+(1+V)

b b
+2(1—v) - +1,18(1+2u)l] .

a
(a+0b)

Diese Formel gilt also nicht fiir eine halbkreisférmi-
ge Lasteinleitungsflache wie in Bild 1.1, sondern fur
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ha

“ay
xr

REL

Bild 1.2: Darstellung des Lastfalls 3 von WESTERGAARD
(1948)

einen Vollkreis (oder eine Ellipse) der die Platten-
kante tangiert, siehe Bild 1.2.

Laut IOANNIDES u. a. (1985) ist Gleichung 1.12
diejenige, die auch im StraRenbau verwendet wer-
den sollte. Im Fall einer kreisférmigen Lasteinlei-
tungsflache a = b = r wird diese Formel zu

31+v)F Eh?
e — - 1 1,84
7¢ T T3+ v)h? {n (100kr4> *

4 1—v
—§V+T+1,18(1—|—2v)

Gl. 1.13

~I=
[

und entspricht damit IOANNIDES u. a. (1985, For-
mel 2c).

1.1.3 Verkehrsbelastung in den RDO-Beton

Die in den RDO Beton (2009, Gleichung 6-2) ent-
haltene Formel fiir das Moment aus Verkehrsbelas-
tung lautet

MV = Mmpr, X mpp X F x 1000

; b Gl. 1-14
[0,55 x logyg <—> + — — 0,011:| .

b 10!

Wie in FE 04.0316 (KATHMANN u. a. 2021, Kapitel
1.8.4) dokumentiert, basiert Gleichung 2.14 auf
Gleichung 2.13 unter der Verwendung der in den
RDO-Beton verwendete Querkontraktionszahl von
v = 0,2. Der Vorfaktor 1000 ergibt sich aus der Ver-
wendung von kN. Die Vorfaktoren my;, und myp sol-
len Effekte der Lagerung und der Verbinder abbil-
den, die in der eigentlichen L6sung von WESTER-
GAARD unberiicksichtigt geblieben sind.

1.1.4 Temperaturbelastung in den RDO-Beton

Die Originalformeln fir die Plattenbiegung aufgrund
ungleichmafiger Erwarmung von Ober- und Unter-
seite leitete ebenfalls WESTERGAARD (1927) her.
Dazu fiihrte er Hilfsgrofien ein, um die ausgepragte
Abhangigkeit der Plattengrofie auf die Biegung be-
ricksichtigen zu kénnen. Heute wird mit dieser Me-
thodik allerdings meist BRADBURY (1938) in Ver-
bindung gebracht.

Die in den RDO-Beton verwendete Methodik zur
Berlcksichtigung der durch ungleichmaRige Erwar-
mung der Platten einwirkenden Momente wird El-
SENMANN (1970) zugeschrieben. Der Temperatur-
verlauf wird dabei als linear idealisiert. Die sich aus
ungleichmaRiger Temperaturanderung ergebende
ungestorte Wdlbspannung betragt (EISENMANN
1970, Formel 6a):

(O — Ou)

AR Gl. 1.15
2(1-v)

oo = Ear,
Ungestort heildt dabei, dass die Plattenlange gréRer
ist als die 1,1-fache kritische Plattenlange, was zum
Auftiegen der Plattenmitte fiihrt (EISENMANN

1970, S. 17). Unter Anwendung von Gleichung 1.2
ergibt sich damit (EISENMANN 1970, S. 18)

h*(0, — Oy)
12(1 —v)

Mg = Ear, Gl. 1.16

Warum in den RDO-Beton der Einfluss der Quer-
kontraktion nicht berticksichtigt wird, vermag der AN
nicht zu sagen. Die volle in den RDO-Beton enthal-
tene Formel fir das Moment aus Temperaturbelas-
tung lautet:

h*(0,—Ou) Gl 1.17

Mg = yioemrimramrsEar, B )

mit dem Anpassungsfaktor y;: zur Beriicksichti-
gung des langsamen Verformungsaufbaus bei Tem-
peraturbeanspruchung sowie den Anpassungsfak-
toren mpy, X=1...3.

1.1.5 Giiltigkeit und Weiterentwicklungen

Einige Details im Verhalten von Betonfahrbahnen
entziehen sich jedoch einer analytischen L&sung.
Die drei wichtigsten sind Lastiubertragung in Fugen
durch Verbinder (Anker, Dubel), die Auswirkungen
von Plattenlagerungen auf Spannungen, sowie das
Verhalten unter dynamischen Lasten (DAVIDS u. a.
2003). Weiterhin sind auch die Modellierungen von
Materialverhalten, dass Uber lineare Elastizitat hin-
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ausgeht, sowie nichtlinearer Temperaturverlaufe,
nicht, oder nur sehr begrenzt mdglich. Weitere, in
der Dimensionierung bislang unberiicksichtigte Ef-
fekte die die Materialeigenschaften betreffen, sind
die Probleme mit Alkali-Kieselsaure-Reaktion
(Deutscher Bundestag, 16. Wahlperiode 2009) so-
wie feuchtebedingtes Verhalten.

Temperaturverlauf

Bereits TELLER und SUTHERLAND (1935) berich-
teten, dass der Temperaturverlauf Gber die Platten-
dicke stark nichtlinear ist. Die Ergebnisse verschie-
dener Forschergruppen zeigen, dass die in Beton-
fahrbahnen auftretenden nichtlinearen Temperatur-
gradienten zu einer signifikanten Abweichung der
entstehenden Spannungen gegenlber dem linea-
ren Fall fihren (IOANNIDES und KHAZANOVICH
1998b; MASAD u. a. 1996; PANE u. a. 1998; Ri-
CHARDSON und ARMAGHANI 1987). Untersu-
chungen von MOHAMED und HANSEN (1997) er-
geben, dass insbesondere nachts und am friihen
Morgen Zugspannungen sowohl auf der Platten-
oberseite, als auch auf der Unterseite auftreten,
und dass dieser Effekt nur durch einen nichtlinearen
Temperaturverlauf abzubilden sei.

Lastiibertragung

Die Lastubertragung in den Querfugen durch Du-
bel, sowie in den Langsfugen durch Anker scheint
einen kritischen Aspekt der Dimensionierungspra-
xis darzustellen. So stellen WILLIAM und SHOU-
KRY (2001) fest, dass sowohl Lastibertragung
durch Verbinder, als auch Reibung mit der Trag-
schicht die Plattenschwindung aufgrund eines Tem-
peratursturzes verhindern. Dies kann dazu fihren,
dass in der Plattenmitte die Zugspannungen die Be-
tonfestigkeit iberschreiten.

In der RDO wird die Auswirkung der Verbinder auf
das einwirkende Moment durch einen Dubelfaktor,
mpp, berlcksichtigt, da die Plattentheorie diese
Randbedingungen nicht bertcksichtigen kann. Mit
der FEM steht jedoch ein durchaus taugliches
Werkzeug zur Verfigung, allerdings muss die Mo-
dellierung sorgfaltig erfolgen, um die mal3geblichen
Wirkmechanismen abzubilden. So ist die in EverFE
verwendete eingebettete Formulierung zwar vorteil-
haft, was die Rechenzeit betrifft, allerdings bemer-
ken die Autoren selbst, dass die Spannungen um
die Dubel herum aufgrund nicht ausreichender
Netzdichte nicht verlasslich seien (DAVIDS u. a.
2003, S. 94). Nach Wissen der Autoren liefern
SHOUKRY u. a. (2007) die bislang detaillierteste

FEM basierte Analyse von Lastlibertragung in Quer-
fugen, welche haufiger Schaden aufweisen als
Langsfugen. Nach Aussage der Autoren entwickeln
sich horizontal entlang der Diibel Zugspannungen
die die Betonfestigkeit erreichen kénnen. Eine an-
dere 3D FEM Analyse von EL-MAATY u. a. (2016)
ergibt qualitativ identische Spannungsverteilungen
im Beton um die Dibel herum. Simulationen von
KIM und HJELMSTAD (2003) ergeben, dass 15 %
bis 30 % der Radlasten in Flugverkehrsflachen
Uber Dlbel in benachbarte Platten Gbertragen wer-
den.

Auflagerung und Bodenmodelle

Das Auftreten von Hohllagerungen ist mittels ana-
lytischer Ansatze ebenfalls nicht greifbar und wird in
den RDO-Beton durch den Lagerungsfaktor, my,,
berlcksichtigt.

Mittels FEM kann die Modellierung auf unterschied-
liche Weisen erfolgen, die sich an der Art der Bet-
tung, des verfugbaren mathematischen Modells
und der Rechenressourcen orientieren. In VILLA-
RET u. a. (2019, Kapitel 6.3) werden vier Methoden
zur Modellierung der Bettung vorgeschlagen:

» 2D-Plattenmodell auf Winklerscher Bettung,

« 3D-Platte auf ein-, oder zweischichtigem Konti-
nuum mit Kontaktformulierung,

+ 3D-Platte mit Stablagerung.

Leider wurde die direkte Analogie, die Winklersche
Bettung einer 3D-Platte nicht berlcksichtigt. Die
Stablagerung entspricht nicht direkt einer Winkler-
schen Bettung da Stabe unter anderem zusatzliche
Freiheitsgrade mit sich bringen. Dies fiihrte wohl
auch zu denin (VILLARET u. a. 2019, Kapitel 6.3.5)
beschriebenen Problemen. Wie die Winklersche
Bettung in Rahmen der FEM umgesetzt werden
kann beschreibt ONATE (2009, Kapitel 9.7). Diese
Modellierung steht in ABAQUS zur Verfiigung.

Die Modellierung der Ablésung der Betonplatte von
der Tragschicht durch Plattenwélbung mit Kontakt-
formulierungen ist die Standardlosung (MASAD
u. a. 1996; SHOUKRY u. a. 2007; VILLARET u. a.
2019; WILLIAM und SHOUKRY 2001). Fir die Kon-
taktmodellierung sei an dieser Stelle auf das Lehr-
buch von WRIGGERS 2006 verwiesen.

Dynamik
Nach bestem Wissen der Autoren sind SHOUKRY
u. a. 2007 und EL-MAATY u. a. 2016 die Einzigen,
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die eine bewegte Last modellieren. Leider enthalten
die Publikationen keine Aussagen darlber, welche
Unterschiede zu einer statischen Lastaufbringung
auftreten. Weiterhin werden keine Vibrationen auf-
grund von Fahrbahn-Reifen-Interaktion, sowie Un-
ebenheiten, oder Fugenuberrollungen modelliert.
Es existieren einschlagige Arbeiten (WOLLNY u. a.
2015), die aufgrund ihrer Komplexitat und vermut-
lich nachrangigen Bedeutung jedoch bislang keinen
Eingang in die Dimensionierung finden.

ModeligroBe

Nach dem aktuellen Forschungsstand sollte ein
9-Platten-Modell gerechnet werden, da es von allen
Seiten von verankerten und verdlbelten Platten
umgeben ist (VILLARET u. a. 2019). Leider wird
nicht hinreichend dargelegt, warum das ebendort in
Bild 5-47 gezeigte 5-Platten-System ausgeschlos-
sen wird. Es wird lediglich von ,ungunstigen Lage-
rungseinflissen” berichtet. Die meisten internatio-
nalen Veroffentlichungen beschranken sich auf die
Untersuchung deutlich kleinerer Aufbauten. Meis-
tens werden nur 3-Platten Systeme mit Lastlbertra-
gung in Fahrtrichtung untersucht, so z. B. von DA-
VIDS u. a. (2003). Zusatzlich ist auch die Ausnut-
zung von Symmetrien ratsam. Wie von VILLARET
u. a. (2019, Kapitel 6.8.4) bereits beschrieben sind
einige Lastfalle aquivalent und mussen daher nicht
gesondert betrachtet werden. Je nach Lastposition
lassen sich jedoch eine, oder sogar zwei Symme-
trieachsen finden, die die ModellgréRe dann um ei-
nen Faktor 2 bis 4 reduzieren. Dies setzt natirlich
die Symmetrie aller Lasten (mechanisch, sowie
thermisch), Materialeigenschaften und Randbedin-
gungen voraus. SHOUKRY u. a. (2007) nutzen
Symmetrien aus, um mit 2 Platten effektiv 3 zu si-
mulieren.

1.2 Finite Elemente Methode

Die FEM wird in der Forschung und Entwicklung
von StraBenbelagen im Allgemeinen, und von Be-
tonfahrbahnen im Speziellen, bereits seit geraumer
Zeit eingesetzt. Frihe Modelle beschrankten sich
aus Grinden des Rechenaufwands auf die Model-
lierung in 2D, doch spatestens seit Ende der 1980er
Jahre werden vornehmlich realistischere 3D Model-
le eingesetzt. Nichtsdestotrotz weisen auch aktuelle
3D FEM Modelle fiir Betonfahrbahnen noch einige
Einschrankungen auf. Typische Eigenschaften sol-
cher Modelle, die in den vergangenen 20 Jahren
verdffentlicht wurden, sind in Tabelle 1-1 dargestellt.

1.2.1 Ubersicht existierender Software

Die FEM eignet sich grundsatzlich zur Modellierung
von Strallenaufbauten in hohem Detailgrad. Es
kdénnen praktisch beliebige Geometrien, Kinemati-
ken, physikalische Modelle und Randbedingungen
verwendet werden. Als nachteilig sind die teilweise
enorm hohen Anforderungen an Hardware und
Laufzeit zu sehen. Aufgrund der hohen Verbreitung
in quasi allen Disziplinen des Ingenieurwesens
existiert eine Vielzahl an kommerziellen und auch
freien Softwarepaketen, die die FEM in unterschied-
lichem Male implementieren. Als vielfaltig verwend-
bare kommerzielle Programme seien hier ABAQUS,
Ansys, MSC Marc, Cesar-LCPC, Comsol, LS-Dyna,
Nastran, sowie Strand7 genannt. Bekannte freie
Codes sind code_aster und CalculiX. Bei korrekter
Abbildung der Physik des Problems und ausrei-
chend feiner Diskretisierung konvergieren Ldsun-
gen mittels FEM gegen die richtige Lésung, die al-
lerdings im Allgemeinen unbekannt ist. Die Ergeb-
nisqualitdt hangt somit vom betriebenen Aufwand
ab, der dem Problem und dem gewilinschten Ge-
nauigkeitsgrad angemessen ausfallen sollte. Es
existieren dariber hinaus einige spezielle Imple-
mentierungen der FEM fur den Verkehrswegebau,
diese sind in Tabelle 1-2 angefiihrt. Es fallt auf, dass
bei diesen Programmen die meisten Bezugsmdg-
lichkeiten unklar sind. Da es sich in den meisten
Fallen um universitdre Forschungscodes handelt,
dirften Anleitungen, Dokumentation und Support
fir den ingenieurmafligen Einsatz unzureichend
sein.

1.2.2 Analyse ausgewdhlter Dimensionierungs-
software

Untersucht wurden ausschlieBlich verfiigbare Pro-
gramme die die FEM in 3D zur Berechnung einset-
zen. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass
AASHTOWare Pavement ME Design fur die Dimen-
sionierung von Betonverkehrsflachen eine 2D FE
Simulation in Kombination mit kiinstlichen neurona-
len Netzen verwendet (LI u. a. 2011, Abschnitt 3.8).

Die meisten Untersuchungen von Betonfahrbahnen
mittels der FEM verwenden in der Regel kommer-
zielle Allzweck-FE Programme. So zum Beispiel
ANSYS (MAHBOUB u. a. 2004), ABAQUS (Ca-
LIENDO und PARISI 2010; IOANNIDES u. a. 2006;
EL-MAATY u. a. 2016; MASAD u. a. 1996; PANE
u. a. 1998), LS-Dyna (SHOUKRY u. a. 2007) und
CalculiX (VILLARET u. a. 2019). Manche Forscher-
gruppen entwickeln jedoch auch spezialisierte al-
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Verbinder

Grenzflachen

Quelle Verkehrslast | Thermische Last
DAVIDS u. a. 1998 Statisch Linear

LEEetal1998 | statisch | |
PANEu.2.1998 | | Nichtlinear |
\ZI\QSL'IAM & SHOUKRY Statisch Nichtlinear

DAVIDS u.2.2003 | Statisch | Nichtlinear | Eif
KM&HJEMSTAD | | |
2003

MAHBOUB u.2.2004 |Staisch | | Pl
'SHOUKRY u.a.2007 | Dynamisch | Nichtlinear | 3C
NISHIZAWAuU.2.2009 | | Nichtlinear |
EL-MAATY u.a.2016 | Dynamisch | Linear | 3C
VILLARET u.2.2019 | Statisch | Linear | Ba

Balken, eingebettete Formulierung

Balken

Platte-Boden (Winkler)

Platte-Boden

Tab. 1-1: Auswahl an Fachpublikationen im Bereich StraRenwesen der letzten 20 Jahre, die die FEM verwenden

Programm Bemerkung Referenz

APADS Nicht verfligbar (2014)
Nicht verflgbar,

Capa-3D Website down (2004)

EverFE 2.26 Freeware (2003)

Freeware, MST As-
phalt, FEM Beton

Veraltet,
nicht verfugbar

Software veraltet,
achsensymmetri-
sche FEM

MICH-PAVE (1990)

Tab. 1-2: Finite Elemente Codes mit Spezialisierung fur Ver-
kehrsflachen (Im *.pdf sind die meisten Programmna-
men Hyperlinks.)

leinstehende Lésungen, von denen zwei naher vor-
gestellt werden sollen.

BRILL (1998) entwickelte das von der amerikani-
schen Federal Aviation Administration verwendete
Programm FAARFIELD fir die Dickendimensionie-
rung von Flugverkehrsflachen. Die FE Berechnung
verwendet intern den anscheinend nicht mehr ge-
pflegten Code NIKE3D des Lawrence Livermore
National Laboratory der USA. FAARFIELD selbst
wird derzeit noch gepflegt und ist frei zuganglich
(FAA 2017).

DAVIDS u. a. (1998) entwickelten ebenfalls ein frei
verfugbares alleinstehendes Programm namens
EverFE, welches in neueren Versionen nichtlineare
Temperaturverlaufe Uber die Plattendicke abbilden
kann. Die Lastibertragung zwischen benachbarten
Platten wird Uber spezielle eingebettete Elemente
modelliert, die nicht mit dem FE-Netz der Platten

kompatibel sein missen. Es besteht die Mdglichkeit
die Effekte von unsauber ausgerichteten Verbin-
dern zu untersuchen. Die Modellierung der Interak-
tion zwischen Platte und Tragschicht wird tber spe-
zielle Grenzflachen-Elemente geregelt, die Schub-
Ubertragung und Abldsung modellieren kénnen.

Die beiden fur die Analyse in Frage kommenden
Programme sind damit FAARFIELD und EverFE.
Beide Programme stehen unter den in Tabelle 1.2
angegebenen Links zum freien Download zur Ver-
figung. Leider stirzten beide Programme unter
Win10 64bit, Version 1903 (Build: 18362.592) im-
mer wieder ab. Ein Vergleich der Ergebnisse und
Laufzeiten konnte daher nicht durchgefiihrt werden.

Faarfield

FAARFIELD steht zum freien Download zur Verfi-
gung. Die aktuellste (Stand Februar 2020) Versi-
on 1.42 wurde im September 2017 veroffentlicht
(FAA2017). Diese Version lief nicht stabil und stirz-
te immer wieder ab. Nichtsdestotrotz konnten eini-
ge Informationen Uber FAARFIELD zusammenge-
tragen werden, als Basis diente vor allem der aus-
fuhrliche Bericht von BRILL (1998).

» Die Betonplatte wird mittels Schalenelementen
modelliert.

» Die Schichten werden linear elastisch gerech-
net.

» Es wird statisch gerechnet. Dynamik findet keine
Berlcksichtigung.

¢ Mehrere Platten mit unterschiedlichen Dimensi-
onen werden berucksichtigt.
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» Das gesamte Hauptfahrwerk eines Flugzeugs
wird explizit abgebildet, es wird keine aquivalen-
te Einzellast gerechnet. Dadurch werden Inter-
aktionen zwischen benachbarten Lasten nativ
berucksichtigt.

* Verbinder werden nicht als Festkoérper behan-
delt.

» Kontaktmodell fiir Relativbewegungen zwischen
Betonplatte und Tragschicht.

* Rissmodellierung der Tragschicht unterhalb von
Fugen.

» Unterlage als 3D Kontinuum oder Winkler-Bet-
tung.

EverFE

EverFE steht tiber die Website (DAVIDS 2019) nicht
direkt zur Verfiigung, allerdings wurde dem AN auf
Anfrage die aktuellste Version zum Kkostenlosen
Download uber Google Drive angeboten. Die aktu-
ellste (Stand Februar 2020) Version 2.26 wurde im
April 2019 veréffentlicht. Diese Version lief nicht sta-
bil und stirzte immer wieder ab. Nichtsdestotrotz
konnten einige Informationen iber EverFE zusam-
mengetragen werden.

* Die Betonplatte wird mittels Volumenelementen
modelliert.

» Die Schichten werden linear elastisch gerech-
net.

» Es wird statisch gerechnet. Dynamik findet keine
Berucksichtigung.

* Mehrere Platten (max. 3 X 3) mit unterschiedli-
chen Dimensionen kdnnen beriicksichtigt wer-
den.

» Unterschiedliche Lastkonfigurationen (Einzelrad,
Achse mit Einzelradern, etc.) kdnnen abgebildet
werden.

» Lasten kénnen an beliebiger Stelle angreifen.

* Unterlage als 3D Kontinuum oder Winkler-Bet-
tung (DAVIDS 2000b).

» Kontaktmodell fiir Relativbewegungen zwischen
Betonplatte und Tragschicht (DAVIDS u. a.
1998).

* Verbinder werden nicht als Festkdrper, sondern
Uber eine eingebettete quadratische Balkenfor-
mulierung behandelt (DAVIDS 2000a, 2001; DA-
VIDS und MAHONEY 1999; DAVIDS und TUR-
KIYYAH 1997).

* Die Verzahnung benachbarter Platten kann be-
ricksichtigt werden (DAVIDS und MAHONEY
1999; DAVIDS u. a. 1998).

» Temperaturverldufe bis zu trilinear.

Fazit

Da FAARFIELD das komplette Hauptfahrwerk von
Flugzeugen berlcksichtigt, ist es flir die Dimensio-
nierung von Betonstral3en nicht direkt geeignet.

EverFE ist prinzipiell sehr gut fir die Dimensionie-
rung von Betonstrallen geeignet. Als einzige Ein-
schrankung bestehen die Begrenzung auf Statik

Bild 1.3: Die GUI von EverFE 2.26 mit dem Auswahlfenster fir Verkehrs- und Temperaturlasten. Die gewahlte Verkehrslast kann
im Fenster links oben frei platziert werden. Rechts unten ist die Wahl des Temperaturverlaufs méglich.
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und die Modellierung der Verbinder als eingebettete
Balkenformulierung. Die GUI von EverFE 2.26 ist in
Bild 1.3 zu sehen.

2 Implementierung der FEM fur
Verkehrsflachen aus Beton

In diesem Projekt wird ein FEM-Code entwickelt,
der auf die Spezifika der Dimensionierung von Ver-
kehrsflachen aus Beton zugeschnitten ist. Flr den
StraBenbauingenieur vereinfacht sich gegenuber
einem Allzweck-Programm die Anwendung, wah-
rend die Weiterentwicklung fir alle Interessierten
durch den quelloffenen und modularen Code mog-
lich ist. Die fir die Dimensionierung und Analyse
von Betonstrallen im vorliegenden Projekt imple-
mentierten Verfahren werden in diesem Kapitel be-
schrieben.

Zunachst werden in Abschnitt 2.1 die Grundlagen
der FEM rekapituliert. AnschlieRend wird in Ab-
schnitt 2.2 die Implementierung der Temperaturbe-
lastung beschrieben. Insbesondere unter inhomo-
genen Temperaturverteilungen in Dickenrichtung
haben Betonplatten die Eigenschaft sich aufzu-
schisseln oder aufzuwdlben (ARMAGHANI u. a.
1987; MACKIEWICZ und SZYDLO 2020; SIDDI-
QUE u. a. 2005). Dies geschieht auch gegen das
Ei-gengewicht. Zur Modellierung dieses Verhaltens
wurden verschiedene Verfahren implementiert.

» Kontaktmechanik mit Modellierung aller Schich-
ten als Kontinua in Abschnitt 2.4 sowie

* die klassische Federlagerung nach WINKLER
(1867) und eine Variante derselben die keine
Zugspannungen Ubertragt in Abschnitt 2.5.

2.1 Rekapitulation der Grundlagen der
FEM

Am Anfang einer FEM Formulierung steht die starke
Form. Die starke Form der grundlegenden Glei-
chungen der Kontinuumsmechanik gilt nach wie vor
fur jeden Punkt innerhalb eines Koérpers:
dive +f=0, Gl. 2.1

Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie gilt
fur die Dehnung

& =sym(grad (u)), Gl. 2.2

dabei gilt die Voigt-Notation wie folgt:

-5 -
€11 oz 0 0
0 Z 0
€22 Oy 5 u
i O = I Gl. 2.3
€ “lo & 2
23 0z O W
o J
€13 92 0 9z
X
€12 ] 0
Loy Oz |

Die Spannung kann mithilfe des Hookeschen Ge-
setzes aus der Dehnung berechnet werden. Das
Materialgesetz fur lineare Elastizitat lautet

o = Ces, Gl.24

wobei o den Cauchy-Spannungstensor und C den
Elastizitatstensor bezeichnet. C lasst sich fiir den
Fall linearer, isotroper Elastizitat aus zwei Material-
parametern zusammenstellen. Werden der Deh-
nungsmodul E und die Querkontraktionszahl v ge-
wahlt, lautet der Elastizitatstensor

c— 2 Gl. 2.5

(1+v)(1—2v)

(1 —v v v 0 0 0 7
v 1—v v 0 0 0
v v 1—v 0 0 0
0 0 0o 2 0 0
0 0 0 0o = o0

L0 0 0 0 0 =22

Es qilt also die grundlegende Variable u, die Ver-
schiebungen, zu bestimmen und anschlielend
Dehnungen und Spannungen zu berechnen. Die
Verschiebung wird durch die Definition der Deh-
nung ¢ in die Gleichgewichtsgleichung und die Be-
rechnung der Spannung o unter der Annahme eines
linear-elastischen Materials mit der Materialmatrix
C einbezogen. Die im Beton auftretenden Bruch-
dehnungen sind sehr gering, der Quotient aus Fes-
tigkeit und E-Modul liegt in einer GréRenordnung
von 1 x 104. Damit reagiert Beton bis zum Bruch li-
near-elastisch (LOWES 1999, Seite 37). Durch Ein-
fihrung der Testfunktion éu und Anwendung einer
partiellen Integration kann diese starke Form als
schwache Form formuliert werden

Gl. 2.6

/&Jadvz /5udeV—|— /5uTtdA
\4 1% A

Virtuelle Arbeit der Virtuelle Arbeit der Virtuelle Arbeit der

inneren Energie Volumenlasten Fliachenlasten
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2.2 Temperaturbelastung

Eine nichtlineare Temperaturverteilung wird von
verschiedenen Forschergruppen modelliert (MA-
SAD u. a. 1996; MOHAMED und HANSEN 1997;
MOHAMED und HANSEN 1996; NISHIZAWA u. a.
2009; PANE u. a. 1998; SHOUKRY u. a. 2007). In
der Regel ist die Angabe in gangigen FE-Codes vol-
lig unproblematisch. So kénnen beispielsweise in
ABAQUS quasi beliebige Verlaufe tber die Definiti-
on analytischer, oder diskreter Felder realisiert wer-
den. Dabei sollte immer bedacht werden, dass eine
ausreichende Anzahl von Integrationspunkten Gber
die Dicke zur Verfligung steht.

2.2.1 Implementierung

Um die Einflisse der nichtlinearen Temperaturver-
l[dufe zu simulieren, muss die FE-Formulierung
dementsprechend modifiziert werden. Nach der
Einflhrung des Temperaturgradients At besteht die
Verzerrung aus zwei Teilen: der elastischen Verzer-
rung und der thermischen Verzerrung:
o0=Cle-e€T). Gl. 2.7

Die thermischen Dehnungen sind dabei rein dilata-
torisch, i.e. in Voigt Notation

(611 (AT
£929 aAT
A Gl. 2.8
£93 0
€13 0
£12 0 )

wobei a den thermischen Ausdehnungskoeffizient
in [%} 1 und AT die Temperaturdifferenz in Bezug
auf die Referenztemperatur Ty bezeichnen. Die vor-
liegende Implementierung orientiert sich an CAR-
TER und BOOKER (1989).

2.2.2 Verifikation 2D

Als Beispiel wird die analytische Losung fir ein li-
near elastisches Quadrat unter linearer Temperatur-
verteilung berechnet und mit FEM Ergebnissen ver-
glichen. Die Parameter des Modells kénnen in Ta-
belle 2.1 und Bild 2.1a gefunden werden. Die untere
Kante wird in x-Richtung fixiert, die linke und rechte
Kanten in y-Richtung. Die horizontale Mittellinie des
Quadrat ist temperaturneutral, d. h. es gibt keinen
Temperaturunterschied zwischen der Temperatur
an der Mittellinie und der Referenztemperatur. Es
ist warmer an der obere Kante. Durch die verhinder-
te Dehnung in x-Richtung herrscht Zwang und es
wird eine Druckspannung o, , aufgebaut

Ozx,0 = E(ezw,o —ar X ATO) -+ l/Eo'yy

=41000x (0—1,21-1075x 7,5) GI.2.9
+0,2 x 41000 x 0

= —3.72075MPa

In Bild 2.1b ist die Spannung oy, des Wirfels und in
Bild 2.1c die Verschiebung u, dargestellt. Die von
ConCalc berechneten minimalen und maximalen
Spannungen in x-Richtung sind identisch mit der
analytischen Ldsung.

Ein weiteres Beispiel von homogener Temperatur-
verteilung ist in Bild 2.2 dargestellt. Hier werden nur
die untere und linke Kante des Wurfels gelagert.
Die Temperaturverteilung ist homogen. Unter die-
sem Temperaturfeld kann sich der Wiirfel frei aus-

Parameter Wert Einheit
a 1 [mm]
0,2 [-]
E 41.000 [MPa]
ar 1,21-10°5 [1/K]
T, 7,5 [K]
Ty -7,5 [K]

Tab. 2.1: Parameter des zu testenden Modells fiir Thermoelas-

tizitat

Bild 2.1: Ein Quadrat unter linearem Temperaturgradient AT = 15K
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Bild 2.2: Ein Quadrat unter rdumlich konstanter Temperaturanderung AT = 7,5 K

Bild 2.3: Ein Wiirfel unter linearem Temperaturgradient AT = 15 K, mit v =0,2

dehnen und es treten keine Zwangsspannungen
auf. Die analytische Ldsung fir die Verschiebung
lautet

Upy = Uyy = a7ATa =1,21-107°

x 7,5 x 1 =9,075 - 103[mm)].
Die von ConCalc berechnete Verschiebungen in x-
und y-Richtung werden in Bild 2.2 dargestellt. Diese

Ergebnisse entsprechen ebenfalls denen der ana-
lytischen Ldsung.

Gl. 2.10

2.2.3 Verifikation 3D Modell mit linearer Tempe-
raturverteilung

Eine Erweiterung zum 3D Modell des Beispiels mit
linearer Temperaturverteilung ist in Bild 2.3 zu se-
hen. Alle Verschiebungen in x- und y-Richtung wer-
den verhindert und die Verschiebung in z-Richtung
wird auf der Unterseite verhindert. Wegen des Ein-
flusses der Querkontraktionszahl erhéht sich die
Zugspannung zu
Ozx,0,2D

Ox2,0,3D = ﬁ = 4,651[MPa]

Gl. 2.11

Die numerische Losung stimmt mit der analytischen
Uberein. Der Einfluss der Querkontraktionszahl wird
nicht im einwirkendem Moment aus Temperatur in
den RDO-Beton bericksichtigt, vergleiche Abschnitt
1.1.4.

Bild 2.4: Nichtlinearer Temperaturverlauf

2.2.4 Verifikation 3D Modell mit nichtlinearer
Temperaturverteilung

Die Modellierung nichtlinearer Temperaturverteilun-
gen wie in Bild 2.4 dargestellt ist ebenfalls moglich.
Die Verschiebungsrandbedingungen entsprechen
dem vorherigen Beispiel in Abschnitt 2.2.3. Diese
Temperaturverteilung entspricht beispielsweise der
plétzlichen Abkuihlung der Oberflache der Beton-
platte nach einem Regen im Sommer. Tagsuber ist
die Temperaturverteilung wie Bild 2.3. Die Oberfla-
che ist warmer als die Unterseite der Betonplatte.
Nach dem Regen kihlt sich die Oberflache schnell
ab und flhrt zu einem nichtlinearen Temperaturfeld.
Die Temperatur auf der Oberflache wird als Null-
spannungstemperatur definiert. Das Modell wird mit
53 Hexaederelementen mit Ansatzfunktionen 2ter
Ordnung vernetzt.



22

Bild 2.5: Der Spannungsverlauf aufgrund nichtlinearer Temperaturbelastung tber die Hohe Z

Mit diesen 3 Stlitzstellen kann man ein quadrati-
sches Polynom T = az? + bz + ¢ parametrisieren:

AT (z=0) = c=-10, Gl. 2.12
AT (z = 0.5) = 0,52q + 0,5b + ¢ = 10, Gl.2.13
AT(z=1)=12a+1b +c=0. Gl. 2.14

Es ergibt sich AT (z) = -60z2 + 70z — 10. Die Span-
nung entlang z ist deshalb
—FEapAT(z
O-$LC(Z): 1’1—‘_]/ ( ) =
—FEar(—6022 + 702 — 10)

Gl. 2.15

1—v
Die Verteilung der Zugspannungen in x-Richtung ist
in Bild 2.5a zu sehen. Die roten Kreuze sind die mit
ConCalc berechneten Zugspannungen an den
Gausspunkten. Diese numerische Lésung mit Con-
Calc ist anndhernd identisch zu der analytischen
Lésung.

Die Spannungen werden beim Postprocessing wie-
der auf die Knoten extrapoliert. Die Ergebnisse der
Visualisierung sind in Bild 2.5b zu sehen. Die maxi-
male analytische Spannung (Druckspannung) be-
findet sich an der Stelle des Extremwerts der Tem-
peraturverteilung, z=7/12, und betragt oxx max =~ 6,46
MPa. Die numerisch ermittelte maximale Druck-
spannung in Bild 2.5b betragt mit -6,57 MPa etwas
mehr als die analytische Losung.

Die analytisch minimale Spannung (Zugspannung)
ist dementsprechend oxy min = 6,20 MPa. Die nume-
risch ermittelte hingegen ist mit 6,09 MPa etwas
kleiner, siehe Bild 2.5b. Der Spannungsverlauf Gber
z wird in Bild 2.5c¢ visualisiert. Da die Extrapolations-
funktion in ConCalc linear sind, sind die Verlaufe in-
nerhalb jedes Elements linear.

1 * Temperature

2 Instanz -1.1, -7.5
3 Instanz -1.2, -7.5
4 Instanz -1.3, 7.5
5 Instanz -1.4, 7.5
6 Instanz -1.5, -7.5
7 Instanz -1.6, 0.

8 Instanz -1.7, 7.5
g Instanz -1.8, 0.

Listing 2.1: Lineare Temperaturdefinition in ABAQUS-Eingabe-
datei

Diese Unterschiede verschwinden mit zunehmen-
der Verfeinerung der Vernetzung. Insgesamt zeigt
sich, dass auch nichtlineare Temperaturverlaufe bei
hinreichend feiner Vernetzung problemlos abgebil-
det werden kénnen.

2.2.5 Eingabedaten

Das Temperaturfeld wird im ABAQUS-Format fir je-
den Knoten definiert, siehe die Defintion eines line-
aren Verlaufs in 2.1. Das Schlusselwort *Tempera-
ture bezeichnet den Start der Temperaturdefinition.
Die Referenztemperatur betragt 0 K wenn kein Wert
vorgegeben wird. Jede Zeile besteht aus zwei Infor-
mationen. Vor dem Komma stehen Instanz und
Knotennummer, gefolgt von der Temperaturdiffe-
renz nach dem Komma.

Die Unterscheidung zwischen linearen und nichtli-
nearen Temperaturverteilungen erfolgt rein Gber die
Eingabedaten. Es gilt zu beriicksichtigen, dass die
Elemente den sich ergebenden Spannungsverlauf
auch abbilden kdnnen missen (Listing 2.1).

In Listing 2.2 befindet sich ein Auszug aus der Defi-
nition eines quadratischen Temperaturgradienten.
Aufgrund der knotenweisen Definition benétigt eine
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1 * Temperature

2 Instanz -1.1, 0.

3 Instanz -1.2, 0.

4 Instanz -1.3, 0.

5 Instanz -1.4, 0.

6 Instanz -1.5, 0.

7 Instanz -1.6, 0.

8 Instanz -1.7, 7.6
g Instanz -1.8, 7.6
10 Instanz -1.9, 7.6
11 Instanz -1.10, 7.6
12 Instanz -1.11, 7.6
13 Instanz -1.12, 7.6
14 Instanz -1.13, 10.4
15 Instanz -1.14, 10.4
16 Instanz -1.15, 10.4
17 Instanz -1.16, 10.4
18 Instanz -1.17, 10.4
19 Instanz -1.18, 10.4
20

Listing 2.2: Nichtlineare Temperaturdefinition in ABAQUS-Einga-
bedatei

nichtlineare Temperaturverteilung mehr Knoten ent-
lang der z-Richtung.

2.3 Gravitationsbelastung

Fir die Temperaturbelastung in Betondecken ist
das Eigengewicht zu betrachten da ansonsten
Spannungsfreiheit herrscht. In Gleichung 2.16 tragt
das Eigengewicht zu den Volumenlasten bei. Der
Eigengewichtsvektor b wird durch die Dichte p und
die Fallbeschleunigung g gebildet

pJdbssl _Jpoal Gl. 2.16
bos 0
bl?) \ 0 )

Zur Vermeidung von redundanten Berechnungen ist
es sinnvoll diese Berechnung innerhalb der Berech-
nung Elementsteifigkeitsmatrizen durchzufihren.
Alternativ dazu kann die Berechnung als externe
Kraft durchgefuihrt werden, dann ist allerdings eine
zusatzliche Iteration Uber alle Elemente nétig, um
diesen externe Kraftvektor zu berechnen. Mithilfe
der Gaussquadratur kann man die Integration nu-
merisch berechnen als

ngp

/ Ju' bdV =ou"b Y N(&)widet], Gl 2.17
v i

wobei die ngp die Anzahl der Gausspunkte ist, w;
das Gewicht der Gausspunkte und detJ die Deter-
minante der Jacobi-Matrix. Mit Gleichung 2.17 wird
die Gravitation in ConCalc implementiert.

Ein Beispiel ist in Bild 2.6 dargestellt. Ein Wrfel un-
ter Eigengewicht wird wie gezeigt gelagert. Der E-
Modul betragt 39.000 MPa, die Querkontraktions-
zahl 0,2 und die Dichte des Wiirfels 1 &

mm?3 "

Die analytische senkrechte Verschiebung der obe-
ren Oberflache betragt deswegen

T2z pgh
u = € dZ e dZ — 1Z
e /Z ZZ ) . E
~ pgh®*  1x981 %1 Gl. 2.18

2F  2x39000
= 1,258 - 10~ *[mm)]
Dieser Wert stimmt mit der von ConCalc berech-

neten Verschiebung Uberein auf der rechten Seite
(unten) in Bild 2.6.

Bild 2.6: Ein Wirfel unter Gravitation
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2.4 Kontaktformulierung

Um die numerisch aufwandige Kontaktformulierung
zu umgehen, wurde vorgeschlagen sogenannte
No-Tension-Modelle (ALIPOUR und SCARPAS
2015; NGUYEN u. a. 2003; ZIENKIEWICZ u. a.
1968) fur als Kontinuum modellierte ungebundene
Schichten zu verwenden. In Untersuchungen mit-
tels ABAQUS stellte sich allerdings heraus, dass
nichtsdestotrotz eine Kontaktformulierung notwen-
dig ist, damit das implementierte No-Tension-Modell
konvergiert. Dies wurde auch in einer Diskussion
mit dem ABAQUS-Support bestatigt. Daher wurden
— wie im Folgenden beschrieben — verschiedene
Kontaktformulierungen implementiert und die Mo-
dellierung mittels No-Tension-Modellen fir Konti-
nua wurde nicht weiter verfolgt.

Numerische Kontaktmechanik! ist ein aktiv entwi-
ckelter Zweig der FEM. Wahrend sich die FEM nor-
malerweise mit Kontinua befasst, kann CCM das
Problem der Interaktion benachbarter Kontinua 16-
sen. Eine ausfuhrliche Beschreibung von CCM fin-
det sich in den Arbeiten von KONYUKHOV und 1Z|
(2015) und WRIGGERS (2006). Der Vollstandigkeit
halber wird in Abschnitt 2.4.1 ein kurzer Uberblick
Uber die zugrunde liegenden Gleichungen gege-
ben. Die numerische Behandlung des Problems
und die hier gewahlte Implementierung werden in
Abschnitt 2.4.2 beschrieben. AnschlieRend wird in
Abschnitt 2.4.3 die Verifikation der in Matlab imple-
mentierten Verfahren anhand einfacher Beispiele
gegen ABAQUS durchgefihrt.

2.41 Formulierung des Problems

Innerhalb eines deformierten Kontinuums kénnen
sich Knoten gegeneinander nur in einem begrenz-
ten Male verschieben. Auf diese Weise bleibt das
Kontinuum ohne Riss oder Beschadigung. Anderer-
seits kdnnen verschiedene Koérper ineinander ein-
dringen, da zwischen ihnen keine derartigen Ein-
schrankungen bestehen. Der eine Koérper ,sieht*
den anderen bislang nicht. Um das Uberschneiden
von Kérpern zu vermeiden, muss also zunachst si-
chergestellt werden, dass der Abstand zwischen ih-
nen bekannt ist. Dazu muss eine Kontaktsuche
durchgefiihrt werden. Solange kein Kontakt vor-
kommt, gelten die Ublichen Gleichungen, siehe
Gleichung 2.6.

1 Engl.: Computational Contact Mechanics (CCM)

Bild 2.7: Darstellung der CCM Kinematik

Wir definieren zunachst eine Referenzflache auf ei-
nem deformierten Korper als primare Oberflache
By, wie in Bild 2.7 gezeigt. Die Punkte auf dieser
Oberflache werden als x,,, bezeichnet. Dementspre-
chend wird die Oberflache des anderen Korpers als
sekundare Flache B;2 bezeichnet und die Punkte
dort werden als x; bezeichnet. Fir jeden

Punkt x auf der Sekundar-Oberflache kénnen wir
mit der Minimumsfunktion den nachstliegenden
Punkt auf der Primar-Flache X, finden

1% —xill = quin, [he, —x, ()]
xp€0B),

Gl. 2.19

Dieses Verfahren wird als Closest Point Projection
(CPP) (KONYUKHOV und 1ZI 2015; WRIGGERS
2006) bezeichnet und wird in Abschnitt 2.4.2 erlau-
tert. Der Abstand zwischen diesen beiden Punkten
kann berechnet werden als

gN = (Xp — Xs) -1y
= (Xp+ 10y — X, —

Gl. 2.20
ug) - ny, ,

wobei der GroRbuchstabe X die Position im An-
fangszustand kennzeichnet und n, die Normale der
Oberflache im Punkt X;. Seine Variation kann be-
rechnet werden als

dgn = (61, — dug) - n, + (T, — ug) - on,, . Gl 2.21

Um sicherzustellen, dass keine Uberschneidung
auftritt, muss der Abstand in Normalenrichtung gy
groler oder gleich Null sein. Bei kleinen Verformun-
gen bleibt der Normalenvektor n;, gleich, und der
Variationsterm 6n, kann entfernt werden. Nach der

2 In der Kontaktmechanik sind klassischerweise die Bezeichnungen ,master und ,slave surface” tblich. Wir distanzieren uns von
diesen Begriffen aufgrund ihrer rassistischen Konnotation und verwenden daher die Begriffe ,primar” und ,sekundar*.
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Konvention von WRIGGERS (2006) ist die Rich-
tung der Oberflachennormalen nach auften im loka-
len Koordinatensystem positiv. Die Kontaktdruck-
kraft py ist negativ, wenn die beiden Oberflachen
miteinander in Kontakt stehen. Wenn Uberschnei-
dung auftritt, gy < 0, wirkt die Kompression py der
Uberschneidung entgegen und die Richtung der
Kompression zeigt entgegengesetzt zur Oberfla-
chennormalen.

Mit dieser Definition des Eindringens kénnen wir die
sogenannten Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedin-
gungen (KARUSH 2014; KUHN 2014) aufstellen

gN=0;pN<0;pygn=0; Gl. 2.22

welche aussagen, dass der Abstand zwischen der
Primar- und der Sekundar-Oberflache grofier oder
gleich 0 sein muss. Wenn der Abstand gréf3er als 0
ist, tritt kein Kontakt auf, und somit ist py = 0. Wenn
andererseits zwei Korper miteinander in Kontakt
stehen, ist der Abstand Null und die Kompression
ist kleiner oder gleich null.

pnist normalerweise eine Funktion der Eindringtiefe
uy = gy - Analog zur inneren Kraft tragt diese Kraft
dazu bei, einen Zustand aufrechtzuerhalten, in dem
die benachbarten Kdrper sich nicht Uberschneiden.
Dies fihrt dazu, dass die virtuelle Arbeit aus Glei-
chung 2.6 einen zusatzlichen Term der Kontaktkraft
erhalt

/5€T0'dV + /pnéuTndA =
\% A

| S ——_———
Virtuelle Arbeit der Virtuelle Arbeit der

inneren Energie Kontaktkraft

/5udeV + /5uTtdA
L,_/ L,_/

Virtuelle Arbeit der

Gl. 2.23

Virtuelle Arbeit der

Volumenlasten Fldchenlasten

Bemerkenswert ist hier, dass der Druck py eine
neue Variable ist, um das Potenzial des Gesamt-
systems zu minimieren. Der Einfachheit halber wer-
den die tangentiale relative Verschiebung gr = urp,-
urs und die tangentiale Reibungskraft pr vernach-
I8ssigt, was zu einem reibungsfreien Zustand fihrt.
Die schwache Form nach Gleichung 2.23 kann zu-
sammen mit der KKT-Bedingung nach Gleichung
2.22 numerisch entweder durch einen Lagrange-
Multiplikator oder durch die sogenannte ,Penalty-
Methode® behandelt werden. Diese numerischen
Methoden werden im folgenden Abschnitt behan-
delt. Es ist zu bemerken, dass der zusatzliche Term

der virtuellen Arbeit der Kontaktkraft bereits die Ver-
schiebungen auf der Primar-Flache 61, und auf der
Sekundar-Flache 61ig beinhaltet. Der nicht durch-
dringende Teil wird aufgehoben, wenn er die gleiche
Verschiebung, aber den entgegengesetzten Ober-
flachendruck aufweist. Somit bleibt nur die durch
Eindringen induzierte Arbeit in Gleichung 2.23.

In der schwachen Form Gleichung 2.23 ist die Ver-
schiebung an den Kontaktgrenzen darauf be-
schrankt, keine Durchdringung der Grenzen zu er-
zeugen, wie durch die KKT-Bedingungen in Glei-
chung 2.22 gefordert. Diese Einschrankung wird
durch Einfihrung des Kontaktdrucks py als Unbe-
kannte realisiert. Die Variation der potenziellen
Energie flihrt zu der schwachen Form, durch die wir
den Zustand des minimalen Potentials herausfin-
den werden. Um das Feld der Verschiebung (und
ggf. den Druck) zu bestimmen, stehen zwei Instru-
mente zur Verfiigung, namlich die Lagrange-Multi-
plikator- und die Penalty-Methode, die im folgenden
Abschnitt erlautert werden.

2.4.2 Implementierung der CCM

Nach der mathematischen Formulierung der CCM
wird in diesem Abschnitt die numerische Implemen-
tierung erklart. Zuerst wird die zwei Methoden flr
das Optimierungsproblem verglichen. Und danach
werden verschiedene Implementierungsaspekte
diskutiert, u. a. die Bestimmung der Penalty-Zahl,
Pairing der nicht-konformen Vernetzung und Be-
rechnung des nachstgelegenen Punktes.

Lagrange-Multiplikator- und Penalty-Methode

Bei der Lagrange-Multiplikator-Methode (WRIG-
GERS 2006, Kapitel 2.1.2 & 6.3.1) wird der unbe-
kannte Kontaktdruck als Lagrangescher Multiplika-
tor betrachtet, und somit wird der Druck zusammen
mit der urspringlichen Unbekannten, der Verschie-
bung u, bestimmt. Diese Einfihrung neuer Unbe-
kannter erfordert héheren numerischen Aufwand.
Das endgiiltige lineare Gleichungssystem bendtigt
auch eine spezielle Methode wie die von UZAWA
(1958), um das Matrix-Singularitatsproblem zu be-
handeln, siehe hierzu auch WRIGGERS (2006).

Weiterhin erfordert die Lagrange-Multiplikator-Me-
thode einen héheren Aufwand bei der in Abschnitt 6
vorgestellten Modellreduktion weil eine zusatzliche
Unbekannte eingefihrt wird. Aus diesen zwei Grin-
den wird die Lagrange-Multiplikator-Methode in der
vorliegenden Arbeit nicht umgesetzt.
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Die Penalty-Methode (BADER 2009; KONYUKHOV
und 1ZI 2015; WRIGGERS 2006) hingegen hat den
Vorteil, dass der Druck als neue Unbekannte ver-
mieden wird. Daflir muss eine geringe Uberschnei-
dung der Kérper in Kauf genommen werden. Die
zuldssige Uberschneidung wird durch Einfiihrung
eines Penalty-Parameters ¢, geregelt und sollte so
klein wie moglich aber so grol} wie eben nétig ge-
halten werden

/ €p gN 5uTn dA, €p > 0. Gl. 2.24
A

Wenn die Uberschneidung zu grof ist, flhrt dieser
Kontaktkraftterm zu einem grofien Kontaktkraftar-
beitsterm, der das Gleichgewicht in der schwachen
Form Gleichung 2.23 bricht. Die Aquivalenz zwi-
schen der Lagrange-Multiplikatormethode und der
Penalty-Methode mit ey — o wird durch LUENBER-
GER und YE (2016) ausgefuhrt. Je groRer der Pe-
nalty-Parameter ist, desto kleiner sind sowohl die
Eindringen als auch der Fehler. Durch die Imple-
mentierung wird der Penalty-Parameter ¢, als gro-
Be Zahl, aber nicht unendlich gewahlt, um eine
schlecht konditionierte Steifigkeitsmatrix zu vermei-
den.

Wahl des Penalty-Parameters

Nach NOUR-OMID und WRIGGERS (1987) be-
steht die Schatzung der relativen Fehlergrenze p
aus zwei Teilen:

o clBTKB)Y

Emin €p

Gl. 2.25

p = ne

wobei B die Kontaktzwangsmatrix, K die Kontakt-
steifigkeitsmatrix, kmin der Minimalwert von K, c ein
Konstant gleich 1, € die Maschinengenauigkeit und
n die Dimension von K sind. Der erste Term ergibt
sich aus der Maschinengenauigkeit. Der zweite
Term ergibt sich aus der Penalty-Formulierung. Aus
dieser Formulierung wird ersichtlich, dass mit stei-
gendem Penalty-Parameter der maschinenbeding-
te Fehler steigt und der algorithmusbedingte Fehler
sinkt. Um ein Gleichgewicht zwischen diesen bei-
den Fehlerquellen zu erreichen, wird die Fehler-
grenze minimal (Zahlen aus der Betonplattenbei-
spielrechnungen)

. 2\/0\(BTKlB)1]ne

kmin

Gl. 2.26

=2v1-10* x1-10* x1-10716
=1-1071%

wenn der Penalty-Parameter ist

ki (BT K-1B)-1 1
ep:\/c min S < kmin\| —
ne ne
1 1\/ 1 1-10°
= (& = .
1-104x1-10716

Bei weicherer Unterlage verformt sich die Unterla-
ger mehr und ist die Flache in Kontakt gréoer. Somit
ist der Wert n (Anzahl der Knoten in Kontakt oder
der Eintrager in Kontaktsteifigkeitsmatrix) grof3er.
Dariiber hinaus ist ki, kleiner. Auf diese Weise soll
die Strafe kleiner ausfallen. Umgekehrt ist der Pe-
nalty-Parameter gréRer, wenn die Unterlage steifer
ist. Dies stimmt mit den numerischen Beispielen
aus unserem Code Uberein, obwohl der Penalty-
Parameter nicht genau aus dieser Formel berech-
net wird.

Gl. 2.27

Was den relativen Fehler p angeht, so fiihrt ein wei-
cheres Fundament zu einem gréReren geschatzten
p und ein steiferes Fundament zu einem kleineren
relativen Fehler. Diese Formel kann uns helfen, der
Penalty-Parameter und den relativen Fehler quali-
tativ zu bestimmen. Wir kénnen uns jedoch nicht
auf diese Formel verlassen, um die optimale Penal-
ty-Parameter in der Praxis zu finden, da diese Zahl
auch Einfluss auf die numerische Stabilitat des Al-
gorithmus hat. Es kann durch ein Beispiel im Ab-
schnitt 3.4.3 gesehen werden.

Diskretisierung der Primar- und Sekundar-Fla-
chen

Die Diskretisierung der Kontaktkdrper kann wie
beim normalen FEM-Problem erfolgen. Um die Inte-
gration auf der linken Seite in Gleichung 2.23 zu be-
rechnen, in der die Steifigkeitsmatrix formuliert ist,
mussen wir die Diskretisierung der Grenzflachen
verwenden, um einige Kontaktelemente zwischen
Primar- und Sekundar-Oberflachen zu erzeugen.
Bild 2.8 zeigt zwei verschiedene Arten der Formu-
lierung von Kontaktelementen. Links befindet sich

Bild 2.8: Unterschiedliche Formulierungen des Kontakts: links
NTS-Element, rechts STS-Element
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das sogenannte ,Node-to-Surface”, (NTS), -Ele-
ment, das aus einem Knoten von der Sekundar-
Oberflache und einem Oberflachensegment von
der Primar-Flache gebildet wird. In Bild 2.8 rechts
befindet sich das ,Surface-to-Surface®, (STS), -Ele-
ment, das aus zwei Segmenten der Primar- und Se-
kundar-Oberflachen besteht. Ebenso gibt es noch
weitere Variante, wie etwa Node-to-Node-Elemente
(NTN), auf die hier nicht weiter eingegangen wird.
Im Allgemeinen wird das Eindringen gesteuert, in-
dem verhindert wird, dass sich die Knoten (fir NTS-
Elemente) oder die Integrationspunkte (fiir die STS-
Elemente) auf der Sekundar-Oberflache in das Inne-
re des Primar-Korpers bewegen.

Das NTS-Element eignet sich fiir groe Verformun-
gen und Primar-Oberflachenelemente héherer Ord-
nung, jedoch sind die Sekundar-Oberflachenele-
mente weiterhin von erster Ordnung. Universeller
ist das STS-Element mit dem die Primar- und Se-
kundar-Oberflachen hoéherer Ordnung diskretisie-
ren werden kdénnen. Aus diesem Grund wird das
STS-Element fur die weitere Implementierung ge-
wahlt. Das Oberflachensegment von der Primar-
und Sekundar-Oberflache kann entweder ein Drei-
eck oder ein Viereck und von erster oder zweiter
Ordnung sein.

Pairing fiir nicht konforme Primér- und Sekun-
dar-Oberflaichennetze

Die Integration innerhalb eines STS-Elements kann
mithilfe der Gauss-Integration wie in Gleichung 2.28
berechnet werden.

/ e g sub ' nh dA =
Ah Gl. 2.28

h h s hl
enjgnjou; nidetJ; wj,

NE

J=1

Die Gauss-Punkte j=1 ... n werden auf der Sekun-
dar-Oberflache bestimmt, wahrend der Oberfla-
chennormalenvektor n auf der Primar-Oberflache
bestimmt wird. Fir die konformen Netze, wie in Bild
2.9a gezeigt, hat jedes Oberflachenelement auf
dem Primar-Koérper By, ein entsprechendes Oberfla-
chenelement auf dem Sekundar-Korper Bg. Dieses
konforme Netz stellt sicher, dass sich die Projektio-
nen der Gauss-Punkte innerhalb der Primar-Ober-
flache befinden. Dadurch kénnen wir sowohl die
Gewichte der Gauss-Punkte w; als auch die Ober-
flachennormalen berechnen.

Probleme treten jedoch auf, wenn die Projektionen
der Gauss-Punkte in verschiedenen Primar-Ober-
flachenelementen liegen und der Wert (oder die Ab-
leitung) der Formfunktion an der Elementgrenze
springt. Dieser nicht konforme Fall tritt meist bei
nicht zusammenhangend vernetzten Kérpern auf,
siehe Bild 2.9b. Dies macht die Summation in Glei-
chung 2.28 ungultig, da die Gauss-Integration nur
angewendet werden kann, um den genauen Wert
des Integrals kontinuierlicher Polynomfunktionen zu
erhalten.

Andere Probleme treten im Fall wechselnder Nor-
malenvektoren auf. Die vorliegende Implementie-
rung kann ausschlieBlich mit ebenen Kontaktfla-
chen in der Referenzkonfiguration umgehen. Fur

Bild 2.9: Darstellung von konformen und nicht-konformen Diskretisierungen firr die Kontaktmodellierung
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den Kontakt zwischen Betonplatte und Tragschicht
ist das hinreichend.

Die sogenannte Mortar-Methode kann helfen, die-
ses Diskontinuitatsproblem zu I6sen. Mit ihr kbnnen
nicht-konforme Netze verwendet werden, indem
das Netz der Sekundar-Flache derart retrianguliert
wird, dass mehrere Elemente genau einem Ele-
ment der Primar-Flache entsprechen. Damit wird si-
chergestellt, dass die Projektion der Gauss-Punkte
der Sekundar-Oberflachen innerhalb der Primar-
Oberflache liegt und vermeidet die Diskontinuitat an
der Elementgrenze, sodass die Integration mit Glei-
chung 2.28 durchgefiihrt werden kann. Typische
Schritte eines solchen Mortar-Clippings sind in Bild
2.10 dargestellt.

Ublicherweise besteht der erste Schritt darin eine
Hilfsebene zu finden. Dies ist flir gekrimmte Ober-
flachen mit sich andernden Normalenvektoren not-
wendig. In unserer Implementierung wird die Pri-
mar-Oberflache als Hilfsebene gewahlt, weil die Se-
kundar-Oberflache und die Primar-Oberflache plan-
parallel sind. Der zweite Schritt besteht darin, so-
wohl die Priméar- als auch die Sekundar-Oberflache
auf die Hilfsflache zu projizieren. Nach der Projekti-
on gibt es Uberlappende Bereiche, die als graue Po-
lygone links unten in Bild 2.10 markiert sind. Der
letzte Schritt besteht darin, den gemeinsamen Be-

reich mithilfe eines automatischen Algorithmus wie
der Delaunay-Triangulation zu vernetzen.

Das neue Netz, das unten rechts in Bild 2.10 darge-
stellt ist, unterteilt die Sekundar-Oberflachen in dis-
junkte kleinere Teile

n
A=A, Ajn 4,
i=1
=gforj#k, j,k=1,...
wobei A der gemeinsame Bereich der Projektion der
Primar- und Sekundar-Oberflachen ist und A; die
unterteilten Flachenelemente sind. Daher kann der
Kontaktkraftarbeitsterm in Gleichung 2.23 wie folgt
umgeschrieben werden

n

h s hT h
Z/ ENgNOuy Ny, dA =
i=1 /A

Gl. 2.29

’n7

Gl. 2.30

n m

h o s hT h h
Z Z ENGN,ijOUN N i detdy ;W ij -
i=1 j=1

Dabei ist i der Index fiir die unterteilten Elemente A;
... Ay und j der Index fir die Gauss-Punkte. Hier
erfolgt die Gauss-Integration Uber die Sekundar-
Oberflache, die die Determinante der Jacobi-Matri-
zen det] und den Normalenvektor n, auf der Primar-
Oberflache erfordert.

Bild 2.10:

lllustrierte Schritte der Mortar-Methode: Herstellung der Hilfsebene (links oben), Projektion der Primar- und Sekundar-

Oberflache auf der Hilfsebene (rechts oben), iberlappende Polygone (links unten), und Retriangulation der tberlappen-
den Polygone (rechts unten) (In Anlehnung an POPP (2012)).
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Knoten- oder Gausspunkt-Projektion

Nach der Diskretisierung und Auswahl der Kontakt-
elemente kénnen wir uns nun auf die Elementstei-
figkeitsmatrix konzentrieren, die von einem STS-
Mortarelement gebildet wird. Dies tragt zur Berech-
nung des Kontaktterms in Gleichung 2.30 bei. In
diesem Term bendtigen wir die Eindringtiefe uy =
—gn und den Normalenvektor n, auf der Primar-
Oberflache. Diese Berechnungen sind eher geome-
trisch als mechanisch. In Bild 2.11 sind die Details
des STS-Elements dargestellt. Fir jedes Sekundar-
Oberflachensegment wird die Eindringtiefe uy = gn
der Gauss-Punkte berechnet. Die lokale Koordinate
auf der Primar-Oberflache wird verwendet, um den
Normalenvektor zu bestimmen.

Far einen beliebigen Punkt x; auf der Sekundar-
Oberflache finden wir den nachstgelegenen Punkt
xp(&1, &) auf der Priméar-Oberflache (eng. Closest
Point Projection, kurz CPP). Dieser nachstgelegene
Punkt wird durch die Newton-Raphson-Methode
bestimmt, indem der minimale Punkt durch die Ab-
standsfunktion ermittelt wird

F(€1762):%()(8_)({)(61752))'(X3_Xp<€1,€2)) Gl. 2.31

Die notwendige Bedingung flir dieses Optimie-
rungsproblem ist, dass die Ableitung dieser Funkti-
on gleich 0 ist. Damit kann das Inkrement der para-
metrischen Koordinaten bestimmt werden als
A¢=-H' T}, Gl. 2.32
wobei Jr die Jacobi-Matrix von F bezeichnet, und Hp
Hesse-Matrix von F.

92F 9%F
DE10EL ODE,0€

He= | Gl. 2.33
92F 92F
062082 0€20&2
IF

T 061 G

Il = . 1. 2.34
IF
062

Mit der Resultierenden & kénnen wir die Normale
der Primar-Oberflache und die Eindringtiefe an der
Stelle berechnen.

gN = (xs — %p(&1,&2)) - (&1, &2) Gl. 2.35

Aus Konsistenzgriinden wird die Eindringtiefe uy =
gn im Code auch als &; bezeichnet.

Gauss-Punkt

sekundir

primir

Bild 2.11: Formulierung des STS-Elements (KONYUKHOV und

1Z12015)

CCM Implementierung

Die Mortar-Methode ist eine recht robuste Art der
numerischen Kontaktmechanik. So ist beispielswei-
se die Wahl von Primar- und Sekundar-Flache be-
liebig, in der vorliegenden Implementierung wird im-
mer die Unterlage als Primar-Oberflache verwendet
und das Netz auf der Unterseite der Betondecke re-
trianguliert. Diese Robustheit wird allerdings mit
dem Nachteil erkauft, dass der Prozess der Retrian-
gulierung aufwandig ist.

Die in diesem Abschnitt hauptsachlich verwendeten
Referenzen sind das CalculiX-Handbuch (DHONDT
2020) und das Lehrbuch von KONYUKHOV und 1ZI
(2015). Diese Arbeiten diskutieren noch mehr Arten
von Kontaktelementen und enthalten eine umfas-
sendere Ableitung der Mortar-Methode, die Lineari-
sierung der schwachen Form und die Diskretisie-
rung der Oberflachen. Fir die Anwendung im Stra-
Renbau werden im Folgenden nur die 3D-STS-Ele-
mente erlautert.

Wie in Bild 2.12 und Bild 2.13 dargestellt, werden
die Kontaktelemente UCM6, UCM7, UCM8, UCM9
und UCM11 nach der Abklirzung von User Contact
Mechanics, sowie der Anzahl der Knoten (Punkte)
benannt. Beispielsweise besteht das UCM7-Ele-
ment aus einem linearen Dreiecks-Element auf der
Sekundar-Oberflache und einem bilinearen Recht-
ecks-Element von der Primar-Oberflache. Insge-
samt befinden sich 7 Knoten in diesem Kontaktele-
ment. Die Federn zwischen den Gauss-Punkten
(Kreuze) auf der Sekundar-Oberflache und ihrer
Projektion auf der Primar-Oberflache beschreiben
den Anpressdruck beim Eindringen. Der Einfachheit
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(a) UCM6-Element

AT E

(b) UCMT7-Element

(¢) UCMS8-Element

Bild 2.12: Unterschiedliche Arten der in ConCalc implementierten linearen Kontaktelemente. a: UCM6-Element mit linearem Drei-
eckelement auf Primar- und Sekundar-Oberflache. b: UCM7-Element mit linearem Rechtecks-Element auf der Primar-
Oberflache und linearem Dreiecks-Element auf der Sekundar- Oberflache, und c: UCM8-Element mit linearem Vierecks-
Element auf Primar-Oberflache und Sekundar-Oberflache

A

) UCM9-Element

i

) UCM11-Element

Bild 2.13:

Unterschiedliche Arten der im aktuellen Code implementierten quadrati- schen Kontaktelemente. a: UCM9-Element mit

quadratischem Dreiecks- Element auf der Primar-Oberflache und linearem Dreiecks-Element auf der Sekundar-Oberfla-
che. b: UCM11-Element mit quadratischem Rechtecks- Element auf der Primar-Oberflache und linearem Dreiecks-Ele-

ment auf der Sekundar-Oberflache

halber ist in den Abbildungen nur eine Verbindung
zwischen einem Gauss-Punkt und der Primar-Ober-
flache dargestellt.

Alle oben genannten Elemente kdnnen fiir konfor-
me Vernetzungen verwendet werden. Fir nicht-
konforme Vernetzungen muss die Mortar-Methode
angewendet werden. In Matlab ist fir die Retriangu-
lation die Delaunay-Triangulation3 verfligbar die
ausschlieRlich Dreiecke erzeugt; eine Rekombina-
tion von Dreiecks- zu Rechtecksnetzen ist nicht im-
plementiert. Die UCM6-, UCM7-, UCM9- und
UCM11-Elemente kdnnen in der Mortar-Methode
implementiert werden, weil diese ein Dreieck-Ele-
ment auf der Sekundar-Flache besitzen. Im Allge-
meinen umfasst die Implementierung von CCM die
folgenden Schritte:

1. Erstellen der Kontaktelemente und Anwendung
von CPP um nachstgelegene Punkte im Vor-
verarbeitungsschritt zu finden.

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Delaunay-Triangulierung

2. Aktualisieren der Elementsteifigkeitsmatrizen,
wenn Uberschneidung auftritt.

3. Aufstellen und Lésen des globalen Gleichungs-
systems.

Vor dem ersten Schritt wird mithilfe von GMSH eine
Vernetzung erstellt und im ABAQUS-Format ge-
speichert. Die Primar- und Sekundar-Oberflachen
sowie die Oberflachenknoten fur die Randbedin-
gungen werden als Gruppen exportiert. Aus Ober-
flachen (Surface) werden Kontaktelemente durch
die Funktion contactPairing.m erstellt.

Der erste Schritt wird in der Datei contactPairing.m
durchgefiihrt, die die Sekundar-Oberflache auf die
Primar-Oberflache projiziert. Es wird angenommen,
dass die Primar-Oberflache parallel zur x-y-Ebene
verlauft, was das Abschneiden der Sekundar-Ober-
flache mit der Primar-Oberflache mithilfe der integ-
rierten Matlab-Funktionen intersect erleichtert. Als
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input : Alte Positionskoordinate X und Verschiebung u
output : Elementsteifigkeitsmatrix ke; und Residualvektor 7
1 |Aktualisicren der Positionskoordinate: @ = X + u;
2|fori=1 to ngp do
3 while A€ > tol do
4 CPP durchfithren um A&; und A&y zu bestimmen;
5 Die Projektionspositionen &1 und & aktualisieren;
6 Dic Obcerflichennormale auf der Projcktionsstelle auf der
Primér-Oberfliche bestimmen;
7 Die Flache der Sekundér-Oberfliche berechnen;
8 if Projektion auferhalb Primdr-FElement then return;
Die Eindringtiefe &5 berechnen;
10 if &3 > 0 then return, kein Beitrag zur globalen Steifigkeitsmatrix und
Residualvektor;
11 Elementsteifigkeitsmatrix ke; und Residualvektor r¢; berechnen;
12 end
13 |end

Algorithmus 1: Berechnung der STS-Elementsteifigkeitsmatrix K¢ und Residualvektor I'ej

Ergebnis werden UCM6-, UCM7- oder UCMB8-Kon-
taktelemente erstellt. Die Mortar-Methode wird be-
nutzt, um die abgeschnittenen Oberflachen zu retri-
angulieren.

Normalerweise dauert dieses Pairing-Verfahren viel
l&nger als die eigentliche FEM Berechnung. In AB-
AQUS wird das Pairung mit dem Vernetzen kombi-
niert und optimiert, deshalb ist dieses Verfahren in
ABAQUS viel schneller als in ConCalc.

Im zweiten Schritt wird die globale Steifigkeitsmatrix
um die Beitrage der Steifigkeitsmatrizen der Kon-
taktelemente erganzt. Die Berechnung der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix und des Residualvektors ist
in Algorithmus 1 dargestellt.

Der dritte Schritt ist identisch mit einem allgemeinen
FEM-Code. Dieser Schritt kann unter Verwendung
von Reduktionsmethoden beschleunigt werden. Die
zeitaufwandigsten Teile sind die Elementschleife
und der Losungsschritt. Die Kontaktformulierung
fuhrt eine nichtlineare Beziehung ein, sodass auch
die Anzahl der Iterationen zunimmt.

2.4.3 Verifikation

Zur Verifikation des erstellten Matlab-Codes wer-
den Referenzlésungen bendtigt. Das folgende Veri-
fikationsproblem in Bild 2.4.3 wird gegen eine ande-
re numerische Losung verifiziert. Wir gehen davon
aus, dass die Losungsverfahren in ABAQUS hinrei-
chend verifiziert wurden und wahlen die Kontaktme-

chanik aus ABAQUS als Referenzverfahren. Con-
Calc verwendet das ABAQUS-Eingabeformat. In
Bild 2.14 ist ein Ausschnitt aus einer Eingabedatei
in ABAQUS-Syntax aufgefiihrt. Daher ist es moglich
ohne Transkription der Eingabedateien vergleichen-
de Berechnungen mit ABAQUS anzustellen. Das
Kontaktverhalten wird in der Eingabedatei mit den
Schlusselwdrtern *Surface interaction und *Contact
Pair definiert. Der Penalty Faktor (hier 10000) hat
nur Relevanz fir ABAQUS, ConCalc ignoriert diese
Angabe und verwendet einen in Abschnitt 2.4.5 er-
mittelten voreingestellten Wert. small sliding wird
eingestellt, um zu vermeiden, dass das Kontaktele-
ment bei jeder NR-Iteration neu gepaart wird.

Nichtsdestotrotz stellt ABAQUS eine Black-Box dar
und die implementierten Verfahren sind groRtenteils
unbekannt. Die vorgestellte Implementierung hat
gegenliber ABAQUS den Vorteil, dass es sich um
eine White-Box handelt, die modifiziert werden
kann. Das ist unter anderem fir die Reduktionsme-
thoden notwendig. Das zweite Verifikationsproblem
basiert auf einer einfachen analytischen Losung.

Beispielrechnung zweier Wiirfel in Kontakt

Das Modell besteht aus zwei unterschiedlich gro-
Ren Wirfeln die sich kontaktieren. Wie in Bild 2.15
zu sehen ist, sind entlang der Kanten der Primar-
und Sekundar-Kérper mit 3- und 6-Knoten vernetzt.
Es kommen ausschlieBlich Elemente erster Ord-
nung (C3D4 und C3D8) zum Einsatz. Die Randbe-
dingungen sind in Bild 2.15c abgebildet: Die Unter-
seite des Primar-Korpers ist fixiert und die Obersei-
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*Contact Pair, interaction=frlessHardContact,small sliding, type=SURFACE TO SURFACE

1 *okkkk Rk Rk kk Rk kk Rk Rk xIinD code STaTtskkkkkrkskkrkkkkrkkskkrkkk
2 K%

3 **INTERACTION PROPERTIES

4 *%

5 #¥Surface Interaction, name=frlessHardContact

6 1.,

7 *Friction

8 O

9 *Surface Behavior, penalty

10 10000

11 *%

12 *xINTERACTIONS

13 *%

14 ¥kxInteraction: frctionlessHardContact

15

16 concrete_slab_bottom, subgrade_top

17 Fokk Rk Rk ok kR Rk kR Rk R inD code endskkkkkkkkkkkkk ok kok ko dok K kK

Bild 2.14: Eine Kontaktdefinition in der Syntax einer ABAQUS-Eingabedatei

Bild 2.15: Darstellung des Verifikationsproblems

te des Sekundarwiurfels wird um die Halfte der Lan-
ge der Sekundar-Kante nach unten verschoben (wy
=-a/2). Die anderen Parameter dieses Modells
sind in Tabelle 2.2 angegeben.

Als Referenzpunkt wahlen wir die Verschiebung an
einer unteren Ecke des Sekundar-Wiurfels (in Bild
2.15b als roter Punkt dargestellt), anhand dessen
wir die Genauigkeit und Robustheit des erstellten
CCM-Codes vergleichen kénnen. Der relative Feh-
ler wird definiert als:

u, — U
o Uabg = Umi Gl. 2.36
Uabg

Dabei bedeutet der Index abq das Ergebnis von AB-
AQUS und ml das Ergebnis von Matlab.

In ConCalc werden STS-Formulierungen mit unter-
schiedlicher Kontaktnetzerzeugung (mit oder ohne
Clipping und Retriangulation) untersucht. Das Tri-
angulations-Beispiel befindet sich in Bild 2.16, wo
die Sekundar-Oberflache zuerst auf die Primar-

Parameter Wert Einheit
a 1 [mm]
- S T T mm]
””””””” v | e\
o T 1-105 | [MPa]
- o | 24-109 | T ]
e 1107 | =
© Anzahl der Schrite | 200 |
Tangentiales Verhalten | | reibungsfrei |
" Normales Verhalten | harter Kontakt mit Penalty |
© KontaktElement | Surface to Suface |

Tab.2.2: Parameter des Zwei-Wurfel Verifikationsproblems,

die Einstellungen sind nach KONYUKHOV und 1ZI

(2015, Abschnitt 20.2.1) gewahlt
Oberflache projiziert und anschlielend retriangu-
liert wird. Das resultierende Oberflachennetz ent-
halt lange und dinne Dreiecke, die bei der norma-
len FEM-Analyse schlecht konditioniert sind. Dies
ist allerdings hier kein Problem, da diese Elemente
nur auf ihre Initialkonfiguration abgebildet werden.
Die Funktion dieser Elemente besteht darin, Druck
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zwischen Primar- und Sekundar-Oberflachen zu
Ubertragen (siehe Gleichung 2.28).

Die Berechnung wurde auf einem Computer mit ei-
ner i3-7300-CPU und 12 GB RAM durchgeflihrt. Die
Ergebnisse der Berechnungen mit ABAQUS und
ConCalc werden in Tabelle 2.3 und die verwende-
ten Netze sind in Bild 2.17 abgebildet. Wahrend die
Anzahl der Knoten entlang jeder Kante gleich ist, ist
die Gesamtzahl der Knoten im Tetraeder-Netz gro-
Rer als im Hexaeder-Netz.

Es wurden verschiedene Modellvarianten in AB-
AQUS und ConCalc erstellt. Diese werden im Fol-
genden erlautert.

Ergebnisse von ABAQUS

In Tabelle 2.3 wird die Referenzberechnung mittels
ABAQUS mit Modell 1 bezeichnet. Da ConCalc
Uber keine adaptive Schrittweitensteuerung und
keine Heuristik zur automatischen Auswahl eines
geeigneten Penalty-Parameters verflugt, wurden in
diesem Modell eine feste Schrittweite vonﬁ sowie
ein Penalty-Parameter von 1-107 vorgegeben, vgl.

Tabelle 2.2.

In Modell 2 wird das von ABAQUS vorgegebene ad-
aptive Zeitinkrement angewendet. Mit dieser einge-
bauten Heuristik wird das (Pseudo-) Zeitinkrement
den Konvergenzeigenschaften des Newton-Verfah-
rens automatisch angepasst. Dies verbessert die
Geschwindigkeit, kann allerdings zu Unterschieden
gegeniber einer festen Schrittweite fihren. Hier
treten keine Unterschiede zutage, die Verschiebung
von Modell 2 gleicht der von Modell 1. Daraus kann
im Ubrigen geschlossen werden, dass 200 Inkre-
mentschritte ausreichen.

Die Modelle 3 bis 5 wurden ebenfalls in ABAQUS
mit verschiedenen Einstellungen berechnet. Modell
3 benutzt den von ABAQUS selbst vorgegebenen
Penalty-Parameter. Die Verschiebung dabei ist viel
gréRer, woraus sich schlieRen lasst, dass ABAQUS
hier die Robustheit der Genauigkeit vorzieht und ei-
nen verhaltnismaflig kleinen Penalty-Parameter
wahlt. Die Modelle 4 und 5 verwenden beide Tetra-
eder-Netze und unterscheiden sich nur im Penalty-
Parameter. Es fallt auf, dass die Verschiebung im
Modell 4 kleiner ist als im Modell 1. Ergo beeinflusst
bereits der Elementtyp das Kontaktverhalten. Im
Modell 5 wurde untersucht, ob eine Erhéhung des
Penalty-Parameters von 1 - 107 auf 1 - 1010 eine
Anderung der Ergebnisse bewirkt. Dem ist nicht so.

Insgesamt Iasst sich festhalten, dass je nach veran-
derten Einstellungen grofe Unterschiede in den Er-
gebnissen auftreten konnen. Daher kann die Refe-
renzvariante 1 auch nicht als korrekt bezeichnet
werden. Im Folgenden werden nun die mit ConCalc
gerechneten Modelle 6 bis 12 diskutiert.

Ergebnisse von ConCalc

Die Modelle 6 & 7 verwenden Clipping der aus Drei-
ecken bestehenden Oberflachennetze, welches
zeitlich sehr aufwandig ist. Eine Umkehrung von
Primar- und Sekundar-Flache (R) hat minimale Aus-
wirkungen auf die Ergebnisse. Ohne Clipping kann
die Mortar-Methode in Modell 8 nicht durchgefihrt
werden, der Algorithmus bricht ab. Es liegt daran,
dass der Druck in Modell 8 nicht richtig abgebildet
werden kann.

Die Modelle 9 und 10 sind mit Hexaeder-Elementen
derart vernetzt, dass die Elemente von Primar- und
Sekundar-Koérper zueinander passen. Damit kann

Bild 2.16: Retriangulation der Sekundar-Oberflache
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Bild 2.17: Vernetzung des getesteten Modells

man schneller rechnen, weil das Pairing der Kon-
taktelemente einfacher ist. Die Rechengeschwin-
digkeit liegt gleichauf mit ABAQUS bei fester Schritt-
weite. Das einfachere Pairing fiihrt auch dazu, dass
nur wenige Kontaktelemente erzeugt werden mus-
sen.

Wenn ausgehend von einem Hexaedernetz das
Clipping verwendet wird, ergeben sich die Modelle
11 und 12 mit UCM7-Elementen.

Insgesamt zeigt sich, dass die Verschiebung in
ConCalc-Modellen kleiner ausfallt als mit ABAQUS.
Es impliziert eine geringere Toleranz gegenuber
Uberschneidungen in ConCalc, insbesondere mit
der Mortar-Methode, was auf eine bessere Berech-
nung des Drucks zwischen Primar- und Sekundar-
Flache zurickgefuhrt wird. Die auftretenden Unter-
schiede zwischen den Ergebnissen von ConCalc
und ABAQUS sind jedoch akzeptabel, insbesonde-
re wenn beachtet, dass auch innerhalb der Verwen-
dung von ABAQUS Unterschiede in &hnlichen Gré-
Ren erhalten kann. Ein Vertauschen von Primar-
und Sekundar-Flache hat nur geringen und zuséatz-
lich keinen eindeutigen Einfluss.

2.4.4 Patch-Test mit homogenem Spannungs-
zustand

Der Patch-Test wird vorgestellt, um die Ubertragung
des Drucks zu testen. Wenn die Mortar-Methode
richtig formuliert wird, ist der Druck in den kontaktie-
renden Flachen gleichmaRig verteilt unter einem

Nr. | Rechenkern AT Cc R nnd uz [mm] €eo % T[s]

1. | ABAQUS e7 hex 200 0 0 243 -0,1834 0 99
2 |ABAQUSeThex | var. | o | o | 23 | 01834 | | o | s
3 |ABAQUShex | var. | o | o | 23 | 0218 | 55 | s
4 |ABAQUSeTEt | 200 | o | o | 23 | 01738 | 52 | o7
5 |ABAQUSetOtet | 200 | o | o | 23 | 01739 | 52 | %
6 juome | 200 | o o 300 | - 0154 | -4 | 15046
7 Juems | 200 | o o | 30 | - 0150 | 37 | 15945
s ucme | 200 | o | o | 30 | NA | NA | NA
9 juems | 200 | o | o | 243 | - 0172 | 62 | 271
0. jucme | 200 | o | o 243 | - 0160 | 128 | 8023
s juewr | 200 | o o | 23 | 0166 | 95 | 601,08
2 luewr | 200 | o o 243 | 0171 | 68 | 658,19

Tab. 2.3: Vergleich der Ergebnisse von ABAQUS und ConCalc. Dabei bedeutet ,nAT* die Anzahl der Zeitinkremente, ,C* das Flag
des Clipping-Algorithmus, ,R" das Flag der umgekehrten Priméar- und Sekundar-Oberflache, engl. ,reverted surfaces* und
,nnd* die Anzahl der Knoten.
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Bild 2.18: Aufbau des Patch-Tests

Variable Einstellungen Einheit
a 100 [mm]
T 02 | [
”””””” E, | 41000 |  [MPa]
”””””” E | 80 | MPa
T 00024 | | N
”””””” ps | 00013 | &
”””””” P |+ | MPa
”””””” e, | 10 | -

Tab. 2.4: Parameter des Patch-Tests

externen homogenen Druck. Trotz der nicht-konfor-
men Vernetzungen der Primar- und Sekundar-
Oberflache wird die Kraft nach Clipping- und Pai-
ring-Verfahren der Mortar-Methode gleichmafRig
Ubertragen.

Ein Beispiel ist in Bild 2.18 dargestellt. Es besteht
aus zwei aufeinander liegenden Wurfeln der Kan-
tenlange a = 100 mm. Die unterste Oberflache ist in
z-Richtung fixiert, lasst aber die Querkontraktion in
der x-y-Ebene zu.

Die analytische Lésung der Spannung ist also gleich
dem &uReren Druck 1 MPa. Das Ergebnis aus den
FEM-Berechnungen wird in Bild 2.19 dargestellit.
Hier sind die Spannungen in z-Richtung sehr nah
an der analytischen Lésung. D. h. die implementier-
te Mortar-Element-Formulierung kann den Druck
erfolgreich Ubertragen. Die Verschiebung der Kno-
ten von ConCalc weisen geringe Abweichungen im
Vergleich zu ABAQUS auf. Das liegt daran, dass die
Penalty-Parameter dieser zwei Codes nicht iden-
tisch sind. Diese kleine Abweichung ist jedoch ak-
zeptabel.

2.4.5 Ermittlung des Penalty-Parameters

In diesem Abschnitt wird ein realitdtsnahe Beispiel
berechnet. Die Einstellungen des Modells kann in
Abschnitt 4.2 gefunden werden. Mit dieser Parame-

Bild 2.19: Patch Test mit der Mortar-Methode. Spannungen und Verschiebungen mit ABAQUS und mit ConCalc berechnet. Der
Soll-Wert der Vertikalspannungen betragt 1 MPa
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Bild 2.20: Vordere und hintere Seite der verformten Betonplatte nach der 1ten Iteration.

ter ist ein Penalty-Parameter von ¢, = 1 - 108 nach
der Abschatzung von NOUR-OMID und WRIG-
GERS (1987) optimal (siehe Abschnitt 2.4.2), aller-
dings konvergieren die Berechnungen mit verwélb-
ter Betonplatte nicht bei diesem Wert. ConCalc ver-
wendet daher einen empirisch ermittelten Penalty-
Parameter ¢, = 1. Ausgehend von dem theoretisch
optimalen Penalty-Parameter verhindern die Kon-
taktelemente am Rande des Kontaktbereichs, dass
die Berechnungen konvergieren. Es liegt daran,
dass der Kontaktbereich wahrend der fortschreiten-
den Berechnung variiert. Deswegen verandert sich
die GroRe der Kontakisteifigkeitsmatrix. Die Ab-
schatzung von NOUR-OMID und WRIGGERS
(1987) basiert aber auf der Initialkonfiguration, wo
die Betonplatte komplett auf der Unterlage liegt. Bei
der Wahl des Penalty-Parameter muss deswegen
eher konservativ vorgegangen werden; ¢, = 1 ist der
Erfahrung nach ausreichend. In diesem Abschnitt
wird die in Abschnitt 2.4.2 erwahnte Bestimmung
des Penalty-Parameters anhand eines Beispiels er-
[autert.

Um zu sehen, wie die Iterationen funktionieren, wird
die Konfiguration nach jedem lterationsschritt auf-
gezeichnet. Die Verformung nach der 1ten NR-Ite-
ration ist in Bild 2.20 dargestellt.

Zu Beginn der Berechnung liegen die Primar- und
Sekundar-Flachen aufeinander ohne sich zu durch-
dringen, der Abstand ist Null. Somit werden Kon-
taktelemente auf der gesamten Kontaktflache er-
zeugt. Sobald die Kontaktelemente gebildet sind,
kénnen sie sowohl Zug- als auch Druckspannungen
Ubertragen. In Bild 2.20 ist zu sehen, dass sich die
Mitte der Platte wie gewlinscht nach oben verzieht.
Durch das Vorhandensein der Kontaktelemente
wird jedoch auch die Mitte der Unterlage nach oben
verzogen.

Bild 2.21: Verformung in der 20ten NR-Iteration mit aktiven
Kontaktelementen am Rand des Kontaktbereichs.

Anschlieiend kommt es zu einer Trennung zwi-
schen der Platte und der Unterlage, was eine gerin-
gere Abstutzung der Platte durch die Unterlage be-
deutet. Dadurch wird im lokalen Bereich, wo die
Platte noch in Kontakt mit der Unterlage ist, der
Kontaktdruck gréRer. Bei der Kontaktinteraktion
fuhrt dies zu zwei Problemen. Einerseits ist an der
Stelle mit dem grofReren Kontaktdruck auch die Ein-
dringtiefe, die sich aus der Penalty-Methode ergibt,
groBer. Andererseits fuhrt die Trennung von Platte
und Unterlage zu einer Abweichung vom Ausgangs-
zustand. Diese Abweichung stellt eine Herausforde-
rung fur das Newton-Raphson-Verfahren dar, das
auf der Annahme beruht, dass die endgliltige Lo-
sung nicht weit vom Anfangszustand entfernt ist.
Um dieses Problem zu lésen, haben ZAVARISE
u. a. (2012) ein nicht-konsistentes Anfahrverfahren
fur Kontaktprobleme mit groRen Lastspriingen vor-
geschlagen. Nach Einflihrung der Methode der gro-
Ren Penetration (Large Penetration Method) scheint
die Berechnung nicht stabiler zu sein. Die Eindring-
tiefe ist nicht so grof3 wie von ZAVARISE u. a. (2012)
beschrieben. Statt der groRen Eindringtiefe wurde
die zu groRe Zwangsbedingung an der Kontaktfla-
che als Grund fiir die Instabilitat gefunden. Diese
Zwangsbedingung erzwingt die Beibehaltung der
Kontaktelemente, obwohl sie bei der nachsten lte-
ration hatten geléscht werden mussen, wie in Bild
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2.21 zu sehen ist. Im folgenden Kapitel wird fir die-
se Problematik eine Abhilfe vorgeschlagen.

Lockerungsbedingung

Um das Problem von nicht geléschten Kontaktele-
menten zu lésen, wird eine Lockerungsbedingung
entworfen, um das Kontaktelement zu bilden und zu
I6schen. Dazu wird zun&chst die Eindringtiefe(&3 o1q)
der letzten Iteration gespeichert und in der aktuellen
Iteration mit einem Grenzwert verglichen. Ist das
Eindringen des letzten Schrittes kleiner als ein
Grenzwert4, dann wird das Kontaktelement in der
aktuellen lteration geléscht, obwohl die Eindringtie-
fe in diesem Schritt kleiner als 0 ist (potenzielle Kon-
taktstelle). Dadurch wird der instabile Sprung der
Kontaktelemente vermieden, die in der letzten ltera-
tion geldscht, aber in der aktuellen Iteration wieder-
hergestellt werden. Somit kdnnen die Beschrankun-
gen durch die verbliebenen Kontaktelemente am
Rand des Kontaktbereichs gelockert werden. Nach
der Einfiihrung der Lockerungsbedingung wird der
am Ende einer lteration bewertete Fehler (je nach
FEM Code der Verschiebungs-, Krafts- oder Ener-
giefehler) reduziert und damit ein Zustand erreicht,
der einen kleineren Fehler als die vorgegebene To-

leranz besitzt. Dieser Zustand ist nicht notwendiger-
weise ein ,konvergierter Zustand®, wie in Bild 2.22
dargestellt. Die Berechnung konvergiert nicht weiter
trotz der Lockerungsbedingung, da die Lockerungs-
bedingung zu einem nichtlinearen Zustand des
Kontaktbereichs flhrt, vergleiche Bild 2.23. Diese
Berechnung wird numerisch als konvergierter Stand
betrachtet, da der Fehler kleiner als die Toleranz ist.
Das Wort ,konvergiert® steht trotzdem in Ausrufezei-
chen, weil in der Visualisierung der Kontaktbereich
noch nicht stabil ist.

Die Verformung der Unterlage ist immer noch nicht
in einen stabilen Zustand Ubergegangen. Im Ver-
gleich zur Berechnung ohne Lockerungsbedingung
ist der relative Fehler jedoch geringer. Der Fehler,
der durch die zusatzlichen Kontaktelemente am
Rand der Kontaktfliche ohne Lockerungsbedin-
gung entsteht, ist gréBer als der Fehler, der durch
die Verformung der weichen Unterlage mit Locke-
rungsbedingung verursacht wird. Bis zu einem ge-
wissen Grad ist diese Lockerungsbedingung fur
eine Berechnung mit kleineren Penalty-Parametern
anwendbar.

Bild 2.22: Der ,konvergierte Zustand“ mit Lockerungsbedingung und ¢, = 1 - 102

Bild 2.23: Der echte konvergierte Zustand mit Lockerungsbedingung und ¢, = 1.

4 Z.B. 0 wie bei der normalen Kontaktformulierung. Fur eine lockere Bedingung wird eine kleine Zahl wie —1 - 10-6 angenommen,
d. h. dieser Gauss-Punkt wird im letzten Schritt schon getrennt, Minuszeichen heif3t Trennung, Pluszeichen hei3t Eindringen
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Bild 2.24: Friiher Verlust der Unterstiitzung der Unterlage in der 2ten NR-Iteration mit ¢, = 1 - 106. Die Elemente durchdringen sich

stark

& nit tol O1tmax | Usmax | &3max

1 9 1-10-3 1,476 1,192 0,1291
1101 | 25 | 1-10% | 1488 | 1,199 | 05575
1102 | 48 | 1-10% | 2412 | 0650 | 0,0641
1103 | 61 | 1-103| 2439 | 0615 | 0,0321
1104 | 25 | 1-109| 1,782 | 1,131 | 00026
1-105 | 39 | 1-103| 1696 | 1203 | 0,0010
4108 | w | 1.108 | I I -

Tab. 2.5: Zusammenfassung des Penalty-Parameters

Bei Berechnungen mit gréReren Penalty-Parame-
tern fihrt diese neue Bedingung jedoch zu einer
frihzeitigen Eliminierung der Kontaktelemente, und
die Unterstlitzung der Unterlage geht bereits in ei-
ner frihen Phase verloren, wie in Bild 2.24 zu se-
hen ist, die die Verformung bei der zweiten Iteration
zeigt. Die Berechnungen in Tabelle 2.5 verwenden
die gleichen Schrittweiten, aber die Eindringtiefen
unterscheiden sich.

In Tabelle 2.5 sind Ergebnisse der Berechnungen
bei unterschiedlicher Wahl des Penalty-Parameters
mit Lockerungsbedingung zusammengefasst. Die
Ergebnisse ohne Lockerungsbedingung werden
hier nicht aufgeflhrt, da auler €, = 1 die anderen
gewahlten Penalty-Parameter nicht zu einem Zu-
stand mit einem Fehler kleiner als 1 - 10~3 konver-
gieren, siehe Bild 2.21. Es gibt eine plétzliche Ande-
rung bei €, = 1 - 10", In diesem Fall kann man viel-
leicht auch die Toleranz und die Schrittweite anpas-
sen, sodass ein besseres Ergebnis erzeugt wird.
Wenn g, > 1 - 10" ist, steigt die maximale Penetra-
tion &3 max mit abnehmendem Penalty-Parameter.

Die lterationszahl steigt tendenziell mit steigendem
Penalty-Parameter, erreicht ein Maximum bei
€, =1- 103 und fiir Werte > 1 - 105 zu ausbleibender
Konvergenz. Wenn der Penalty-Parameter von

Bild 2.25: Referenzberechnung aus ABAQUS

1 - 103 auf 1 sinkt, sinkt auch die lterationszahl. Die
Visualisierung der Verformung im Bild 2.23 zeigt
auch, dass die Verformung umso stabiler ist, je klei-
ner der Penalty-Parameter ist. Bei gro3erem Penal-
ty-Parameter haben ansonsten kleine Veranderun-
gen der Eindringtiefe grol3en Einfluss auf die Ergeb-
nisse. Unter allen stabilisierenden Methoden und
Wahlmoglichkeiten des Penalty-Parameters funkti-
oniert 1 Uberraschenderweise am besten. Im Ge-
gensatz zur Wahl von g, =1 - 107 - 1 - 103, bei der
fir ein konvergiertes Ergebnis die zusatzliche Lo-
ckerungsbedingung gebraucht wird, kann mit g, = 1
ein konvergiertes Ergebnis erreicht werden. g, = 1
unterscheidet sich auch von grélReren Penalty-Pa-
rametern von €, = 1 - 104 bis g, = 1 - 106, die eine
geringere Eindringtiefe und damit einen kleineren
Fehler versprechen. Da es um kleinere Eindringtie-
fen geht, muss auch die Schrittweite kleiner wer-
den, um den Fehler wie in Bild 2.24 zu vermeiden.
Die Hourglassdeformation, insbesondere im Be-
reich dichterer Vernetzung, kann mit ¢, = 1 eben-
falls vermieden werden. Der Penalty-Parameter in
ABAQUS kann nicht explizit bestimmt werden. Mit
ansonsten gleichen Modelleinstellungen liegen die
Ergebnisse von ABAQUS am nachsten an g, = 1 in
ConCalc.
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2.5 Winklersche Bettung

Wie in Abschnitt 1.1.2 beschrieben wird die Bean-
spruchung durch Verkehrslast der Platte auf
Winkler-Bettung in den RDO-Beton durch WEST-
ERGAARDS analytische Lésung berechnet. Diese
Art der Unterlage wird in diesem Arbeitspaket in die
FEM implementiert. Ausgangspunkt der Implemen-
tierung ist noch die schwache Form nach Gleichung
2.6. Fur die von der Winkler-Bettung eingefliihrte
Oberflachenlast auf der unteren Oberflache t,,;,
kann sie wie folgt umgeschrieben werden

/5uT tup dA = —/ dw' kwdA Gl. 2.37
A A

wobei die Oberflachenlast nur von der vertikalen
Verschiebung w abhangt. Das Minus vor dem Inte-
gral zeigt an, dass die Reaktion in entgegengesetz-
ter Richtung der Verschiebung erfolgt. Dieser Term
fr das Winkler-Fundament flihrt zu einem zuséatzli-
chen Beitrag in der globalen Steifigkeitsmatrix.
Nach einer Standarddiskretisierung der Struktur
kann die Elementsteifigkeitsmatrix der Unterseite,
die mit der Winkler-Bettung in Kontakt steht, aktua-
lisiert werden

Kicl)) = K© 4+ g Gl. 2.38
Fir jeden Knoten in H, muss die Steifigkeitsmatrix
aktualisiert werden

00 0
Hi(]‘?):/k 00 0 |daA, Gl. 2.39
Voo lo 0 NN

wobei der Index i, j die Knoten bezeichnet, die mit
der Unterlage in Kontakt stehen. Eine allgemeinere
Form der Winkler-Bettung mit beliebiger Reaktions-
richtung kann durch Einfiihrung eines Richtungsvek-
tors der Reaktion realisiert werden. Im Code werden
zuerst die mit der Unterlage in Kontakt stehenden
Knoten identifiziert. Danach werden iterativ die zu-
satzlichen Beitrdge zur globalen Steifigkeitsmatrix
berechnet.

2.5.1 Verifikation der Winkler-Bettung

Zur Verifikation der Implementierung der Winkler-
Bettung wird eine einfache Platte mit konstant ver-
teilter Last auf der Oberseite gerechnet.

Das Modell ist in Bild 2.26 dargestellt. Es ist eine
Platte mit der Lange und Breite a = 1000 mm und
der Hohe h = 262 mm. Die untere Oberflache ist auf
Winkler-Bettung gelagert. Um freie Bewegung des

Variable Einstellungen Einheit

a 1000 [mm]

v 0,2 [
"""""" E | 4100 | [MPa]
"""""" p | o004 | Bl
"""""" K | o1 |
"""""" P | 06 | mMPa

Tab. 2.6: Einstellungen des zu testenden Modell fir Winkler-

Bettung
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Bild 2.26: Eine Platte auf Winklerbettung unter verteilter Be-

lastung

Bild 2.27: Die Ergebnisse aus FEM Berechnung

Korpers zu vermeiden, wird eine untere Kante in x-
Richtung und eine benachbarte Kante in y-Richtung
fixiert.
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Die analytische Lésung des Modells kann deshalb
berechnet werden als

o33 = P = 0,6  MPal, Gl. 2.40
P 0,6
oy = — = —— = Gl. 2.41
Uz = 72 0.1 5 [mm],

wobei ist 0, die Spannung in z-Richtung und u;,
die senkrechte Verschiebung der unteren Oberfla-
che sind. Das Ergebnis aus der FEM Berechnung
wird in Bild 2.27 dargestellt. Es ist identisch zur ana-
lytischen Losung.

2.5.2 Erweiterung der Winklerbettung: non-ten-
sile Version

Die von der Winklerbettung erzeugte Zug- oder
Druckspannung ist von der Verschiebung der Struk-
tur abhangig. Diese im Bereich des Grundbaus Ub-
liche benutzte Unterlage braucht in Stral3enbauin-
genieur weitere Berlicksichtigungen, insbesondere
bei der Betonplatte. Verkehrsbelastung und Tempe-
ratur Gravitation sind die zwei malRgebenden ein-
wirkenden Lasten bei Betonstrafen. Die resultie-
rende Beanspruchungen der Betonplatte werden in
Abschnitt 4 diskutiert. Daraus ergibt sich, dass bei
Aufwdlbung der Platte die Zugspannung entsteht,
wo die Verschiebung positiv ist. Es fiihrt zur gréRe-
rer Zugspannung in horizontaler Richtung, was di-
ckere Betonplatte erfordert. Um dieses Problem zu
[6sen, muss die standardmafige Winklerbettung
mit der Heaviside-Funktion modifiziert werden, so
dass keine Zugkraft zwischen der Platte und dem
Fundament Gbertragen wird. Diese Modifikation der
Winklerbettung wird als zugfreie Winklerbettung
(non-tensile Winkler auf Englisch) bezeichnet. Bei
der schwachen Form der Winklerbettung wird die
Verschiebung in z-Richtung durch eine Heaviside-
Funktion wy,; ersetzt

/ Su”typdA = — / Swl kwpsdA Gl. 2.42
A A
wobei
w ifw<0
wnt(w) = . - Gl. 2.43
0 fw>0

Ein Nachteil der nt Winklerbettung ist die Entkopp-
lung der Unterlageknoten. D. h. die virtuelle Federn
der Winklerbettung sind von einander unabhangig.
Wenn die Platte sich ganz nach unten bewegt, eine
lokale Trennung von der Platte und der Unterlage
iss nicht mehr moglich wie beschreibt in DAVIDS

Bild 2.28: Die Trennung von der Platte und der Unterlage im
Fugenbereich (Nach DAVIDS u. a. (1998))

Bild 2.29: Vergleich von Voll- und Halbmodell einer Betonplatte
unter Verkehrs- und Temperaturbelastung. Lastfall
Plattenkante mittig

u. a. 1998 Beispiele fir diese nt Winklerbettung be-
finden sich in Abschnitt 4.

2.6 Ausnutzung von Symmetrien

Falls im Problem Symmetrien vorhanden sind, soll-
ten diese in jedem Fall ausgenutzt werden, da hier-
durch keinerlei Modellfehler induziert wird. Vielmehr
steckt in einem gespiegelten System keinerlei zu-
satzliche Information.

In Bild 2.29a ist ein volles Modell einer Betonplatte
unter Verkehrs- und Temperaturbelastung mit dem
den RDO-Beton entsprechenden Lastfall ,Platten-
kante mittig“ dargestellt. Hingegen wird in Bild 2.29b
die Symmetrie in der y-z-Ebene ausgenutzt um nur
die halbe Platte zu modellieren. In diesem Fall der
Symmetrie in x-Richtung, werden die Verschiebun-
gen u der Knoten in der Symmetrieebene in x-Rich-
tung einfach auf 0 gesetzt. Die minimalen Unter-
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schiede in den Ergebnissen sind auf die unterschied-
liche Vernetzung zurickzufiihren. Der Speed-up
der Rechenzeit ist dabei Uberlinear. Wahrend die
Rechenzeit flir das gezeigte Halbmodell etwa 7 s
betragt, sind es fir das Volimodell =14 s. Wenn die
Netzdichte verdoppelt wird, erhéhen sich diese
Zahlen auf ungeféhr 14 s und 40 s.

Eben diese Symmetrie wird am Modell der Einzel-
platte in Abschnitt 4.2 verwendet. Einschrankend
sei erwahnt, dass die Ausnutzung von Symmetrien
immer flr das aktuell vorliegende Problem ange-
passt werden muss und nicht zu verallgemeinern
ist. Wird die Verkehrslast etwa auflermittig an der
Plattenkante aufgebracht, geht die Symmetrie ver-
loren. Auch Plattensysteme haben Einfluss auf das
Vorhandensein von Symmetrien.

In VILLARET u. a. (2019, Kapitel 6.9) wurde zwar
untersucht welche Lastfélle zueinander aquivalent
sind, jedoch wurden keine Symmetrien ausgenutzt.
Das in VILLARET u. a. (2019, Bild 5-34) gezeigte
9-Platten-Modell Iasst sich jedoch sowohl fur die
Lastfalle Quer- als auch Langsfuge auf die Halfte
reduzieren. Fur die in Abschnitt 4.3 vorgestellten
4-Platten-Modelle gibt es jedoch keine Symmetrie-
achsen.

3 Schnittstellen

Um Erweiterungen bzw. Anderungen, insbesondere
in Hinblick auf kiinftige Regelwerke und/oder neue
Berechnungs- und Materialmodelle, einfach umset-
zen zu kénnen, wird das Programmgerust modulari-
siert bereitgestellt. Trotz des modularen Konzeptes
war es bereits in der anfanglichen Entwicklungs-
phase wichtig, die Programmstruktur so zu gestal-
ten, dass interne Schnittstellen fir moglichst viele
Eventualitdten vorgesehen werden. Dies gilt insbe-
sondere flr nachtraglich, d. h. zu einem spateren
Zeitpunkt, zu integrierende Modell- und Randbedin-
gungen. Auf diese Weise soll die Gefahr reduziert
werden, dass spatere Programmanpassungen durch
programmtechnisch fehlplatzierte Fixpunkte er-
schwert oder gar verhindert werden. Das Programm
ConCalc Iasst sich in funf Module unterteilen:

*  Modul Eingabe
* Modul Vernetzung (Praprozessor)
*  Modul FEM-Rechenkern

* Modul Visualisierung (Postprozessor)

*  Modul Dimensionierung und Bewertung (Post-
prozessor)

Um die einzelnen Module miteinander verknipfen
und Daten von einem Modul in geeigneter Form in
ein anderes Modul Ubergeben zu kénnen, sind ge-
eignete Schnittstellen zu formulieren. Die Definition
und Konfiguration der Schnittstellen beinhaltet u. a.
die Uberfiihrung der Ausgabedaten eines Moduls in
fur das sich anschlieRende Modul lesbare Eingabe-
daten.

Nachfolgend werden die definierten Schnittstellen,
den einzelnen Modulen zugeordnet, aufgelistet.

Programmmodule und Schnittstellen
* Modul Eingabe (Benutzeroberflache)

- Schnittstelle Ausgabe: Zusammenfassung Ein-
gabedaten in Textdatei des Formates JSON

*  Modul Vernetzung

- Schnittstelle Ausgabe: VerknlUpfung der Netz-
daten mit Eingabedaten, die in Textdateien im
JSON-Format vorliegen, und Uberfiihren in AB-
AQUS-Format.

¢ Modul FEM-Rechenkern

- Schnittstelle Ausgabe: Zusammenfassen von
Berechnungs- und Ausgabedaten in verschie-
denen Dateiformaten in Abhangigkeit von der
gewahlten Ergebnisdarstellung:

* (a) Zusammenfassen von Berechnungs- und
Ausgabedaten in Matlab-Datei, fungierend
als Eingabedaten fir das Modul Dimensio-
nierung und Bewertung

» (b) Zusammenfassen und Umformen von
Netzdaten und knotenreferenzierten Kenn-
gréRen in mit ParaView visualisierbare Daten
im VTK-Format

*  Modul Visualisierung

- Schnittstelle: Ausgabe: Mit ParaView visuali-
sierte Daten kdnnen durch den Anwender ex-
portiert oder durch snapshots innerhalb des
Programms abgespeichert und beliebig ge-
nutzt werden.

* Modul Dimensionierung und Bewertung

- Schnittstelle Ausgabe: Zusammenfassen von
Berechnungs- und Ausgabedaten in verschie-
denen Dateiformaten in Abhangigkeit von der
gewahlten Ergebnisdarstellung:
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» (a) Ausgabe verwendeter Eingabedaten: in
Textdatei

= (b) Ausgabe Beanspruchungszustand in den
Nachweispunkten: in Textdatei (sortiert nach
KenngroRRe) und als Grafikdatei (.png oder .
jpg-Format)

In Abschnitt 3.1 wird zunachst die Definition der
Programmoberflache beschrieben und die Schnitt-
stelle zwischen der Programmoberflache, die dem
Modul Eingabe entspricht, und dem Modul Vernet-
zung erlautert. In Abschnitt 3.2 folgen Angaben zur
Schnittstelle zwischen dem Modul Vernetzung und
dem Modul FEM-Rechenkern. Die Schnittstelle zwi-
schen dem Modul FEM-Rechenkern und dem Mo-
dul Visualisierung wird in Abschnitt 3.3 beschrieben.

3.1 Grafische Benutzeroberflache

Zur Steuerung und Konfiguration von ConCalc ist
eine geeignete Benutzeroberflache erforderlich.
Uber die Benutzeroberflache miissen insbesondere
Modell- und Belastungsbedingungen definiert wer-
den. Die Definition der Programmoberflache bein-
haltet neben der Festlegung relevanter Eingangs-
daten auch die Bereitstellung einer geeigneten
Schnittstelle zwischen dem Modul Eingabe (Benut-
zeroberflache) und dem sich anschlieRenden Mo-
dul Vernetzung.

3.1.1 Benutzeroberflache

Das Programm ConCalc weist nicht nur eine modu-
lare Struktur auf, sondern ist so gestaltet, dass ein-
zelne Module relativ einfach ersetzt, erganzt oder
erweitert werden kénnen. Dem entsprechend wur-
de die Programmoberflache zur Steuerung und
Konfiguration des Gesamtprogramms ebenfalls fle-
xibel gestaltet. Von der Verwendung geschlossener
Lésungen wurde abgesehen, da nachtréagliche An-
derungen im Programm mit einem deutlichen Mehr-
aufwand an Programmierleistung bezlglich sich er-
gebender notwendiger Anpassungen der Benutzer-
oberflache verbunden waren.

Um dennoch eine benutzerorientierte anwender-
freundliche Programmsteuerung bereitzustellen,
die zum einen Flexibilitdt hinsichtlich kinftiger An-
passungen besitzt und zum anderen so konzipiert
ist, dass der Anwender intuitiv agieren kann, vor-
zugsweise ohne ,Fehler zu produzieren, empfiehlt
sich eine EXCEL-basierte Oberflache mit eingebun-

denen Drop-Down-Menus und ausgewahlten Ein-
gabefeldern.

Konfiguration der Benutzeroberflache tiber EX-
CEL-Vorlage

Die Benutzeroberflache ist so konfiguriert, dass die
durch den Anwender ausgewahlten oder eingetra-
genen Daten in eine Textdatei des Datenformats
JSON (JavaScript Object Notation) in definierter
Form zusammengefasst werden kénnen (vgl. Ab-
schnitt 3.1.2). Dies erlaubt eine flexible Bearbeitung
mit text- und GUI-basierten Editoren.

Die Konfiguration der Benutzeroberflache von Con-
Calc erfolgt Gber die Konfigurationsdatei ConCalc-
Conf.xlsm. Diese EXCEL-Datei beinhaltet zwei Ta-
bellenblatter und verschiedene Makros. Die imple-
mentierten Makros Uberfiihren die ausgewahlten
und eingetragenen Daten in die erforderliche Text-
datei des Datenformats JSON. Bereits erstellte
JSON-Dateien kdnnen nicht erneut eingelesen wer-
den.

Um eine moglichst anwenderfreundliche strukturier-
te Oberflache mit entsprechender Ubersichtlichkeit
bereitzustellen, wurde das zur Dateneingabe bzw.
-auswahl erarbeitete EXCEL-Datenblatt ConCalc-
Conf so gestaltet, dass die zu einem Konfigurati-
onspunkt gehdérenden Unterpunkte durch Ein- und
Ausklappen ein- und ausgeblendet werden kénnen.
Bild 3.1 zeigt die aktuelle Benutzeroberflache (Ta-
bellenblatt: ConCalcConf) von ConCalc in ,redu-
zierter Form®, d. h. das EXCEL-basierte Eingabe-
blatt mit eingeklappten Konfigurationsunterpunkten.

Das Tabellenblatt ConCalcConf lasst sich vertikal in
vier Bereiche unterteilen:

» Spalte A: enthalt die Klammerung der JSON-
konformen Datenstruktur; muss bei Erweiterung
der Funktionalitat von ConCalc und der entspre-
chenden Anpassung der EXCEL-Vorlage vom
Nutzer handisch eingegeben werden

» Spalten B — O: enthalten die Eingabedaten der
Berechnungskonfiguration flir ConCalc

* Spalte P: enthalt, in Abhangigkeit von der Posi-
tion innerhalb der aktuellen Ebene in Spalte Q,
die JSON-konforme Kommasetzung zum Ab-
schluss eines Datensatzes; wird mithilfe einer
Funktion automatisch bestimmt

* Spalte Q: enthalt, in Abhangigkeit zur Klamme-
rung in Spalte A, die aktuelle Ebene der JSON-
Datenstruktur; wird mittels hinterlegter Funktion
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unterpunkten

Bild 3.1: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Auszug Tabellenblatt ConCalcConf mit eingeklappten Konfigurations-

Bild 3.2: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Auszug Tabellenblatt ConCalcConf mit ausgeklappten Konfigurations-
unterpunkten und Drop-Down-MentUs, Konfigurationspunkt ,Parameter_FEM*

Bild 3.3: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Auszug Tabellenblatt ConCalcConf mit ausgeklappten Konfigurations-
unterpunkten und Drop-Down-MenUs, Konfigurationspunkt ,Parameter_FEM* (1)

automatisch bestimmt; kontrolliert nicht die Kon-
sistenz der Klammerung (richtig: {} und j, falsch:
{j und }); wird nicht mit in die JSON-Konfigurati-
onsdatei exportiert.

Die in Bild 3.1 aufgelisteten Konfigurationspunkte
kénnen Uber die vorgelagerten ,+“- Zeichen aufge-
klappt werden (vgl. Bild 3.2). Die derzeitige Pro-
grammierung sieht maximal vier Konfigurationsebe-
nen vor. In den jeweiligen Ebenen kénnen Auswahl-
optionen entweder (l) aus einer vorbereiteten Liste

ausgewahlt werden, (Il) Uber eine true/false-Aus-
wahl gesteuert werden oder (lll) direkt als Zahlen-
werte frei eingetragen werden.

In Bild 3.3 bis Bild 3.5 sind exemplarisch fiir den
Konfigurationspunkt ,Parameter FEM*“ die ausge-
klappten Unterkonfigurationspunkte dargestellit.
Das Programm ConCalc bietet die Mdglichkeit, un-
ter dem Konfigurationspunkt ,Modelltyp“ zwischen
Einplattenmodell und Mehrplattenmodell zu wah-
len. Einplattenmodelle kénnen unter dem Punkt
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Bild 3.4: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Auszug Tabellenblatt ConCalcConf mit ausgeklappten Konfigurations-
unterpunkten und Drop- Down-Mends, Konfigurationspunkt ,Parameter_FEM"® (2)

Bild 3.5: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Auszug Tabellenblatt ConCalcConf mit ausgeklappten Konfigurations-
unterpunkten und Drop- Down-Mentis, Konfigurationspunkt ,Parameter_ FEM® (3)

,Modellvariante® nicht nur als Vollmodell, sondern
auch als Halbmodell ausgebildet werden. Unter
dem Punkt ,Mehrplattenmodell® kann zwischen
Zwei- (1-2 oder 1-4) und Vierplattenmodell (1-2-3-4)
gewahlt werden. Nahere Ausfihrungen zu den ge-
nannten Nummerierungen kénnen in Abschnitt 3.2
nachgelesen werden.

Fir die Unterkonfigurationspunkte ,Betondecke"
und ,Duebel” sind in Bild 3.3 auRerdem die Einga-

befelder der dritten Ebene abgebildet. Sollen bei-
spielsweise nebeneinander angeordnete Beton-
platten unterschiedlicher Breite einbezogen und
analysiert werden, so kénnen die nebeneinander
angeordneten Eingabefelder unterschiedlich be-
legt werden.

Die Konfiguration der Dubel und Anker, sowie der
Quer- und der Langsfuge, erfolgt prinzipiell iden-
tisch, ist jedoch unabhangig voneinander mdéglich.
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Bild 3.6: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Tabellenblatt ConCalc-Conf mit den Konfigurationspunkten ,Verkehr”

und ,, Temperatur®

Bild 3.7: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Tabellenblatt ConCalc-Conf mit dem Konfigurationspunkt ,,Probabilistik”

Bild 3.8: EXCEL-basierte Benutzeroberflache von ConCalc-Tabellenblatt ,SysData“ (Auszug)

Wird Uber ,Verteilung_gleichmaessig“ ,false* aus-
gewahlt, so wird eine ungleichmaRige Verteilung
der Diibel und Anker umgesetzt und fiir die duferen
Dubel und Anker kann ein definierter Abstand zum
auleren Rand festgelegt werden. Hierbei gilt unbe-
dingt zu beachten, dass in Vierplattenmodellen zwi-
schen den Dibeln und Ankern im Fugenkreuz aus-
reichend Platz gewahrleistet ist. Eine Uberschnei-
dung muss vermieden werden. Der Punkt ,Lage z*
ermoglicht die freie vertikale Positionierung der DU-
bel und Anker, bezogen auf das programmintern
festgelegte Koordinatensystem bzw. bezogen auf
die Unterseite der Betonplatte (vgl. Abschnitt 3.2).

Die verschiedenen Modelloptionen (Ein- oder Mehr-
plattenmodell, Halb- oder Volimodell) kdnnen mit
unterschiedlichen Unterlagenvarianten kombiniert

werden. Die Auswahl des gewunschten Unterlagen-
typs Uber ,ModellUnterlage“ dient programmintern
festzulegenden Bedingungen (vgl. Abschnitt 4). bei
Auswahl der Varianten ,Winkler® ist keine Unterlage
vorgesehen. Wird hingegen eine Variante ,Kontinu-
um“ gewahlt, so sind bis zu vier Unterlagen (inkl.
Boden) mdglich. Wurden Uber ,Neue Schicht* zu
viele Eingabefelder erzeugt, so konnen Uber die
Schaltflache ,Schicht I6schen® Uberflissige Einga-
befelder wieder entfernt werden. Die einzelnen Un-
terlagenschichten kénnen differenziert hinsichtlich
Dicke und mechanischer Kenngrofien definiert wer-
den. Uber den ,Skalierungsfaktor wird festgelegt,
wie grof’ die Unterlage(n) im Vergleich zu einer Be-
tonplatte gewahlt werden sollen. Der Skalierungs-
faktor muss somit mindestens ,1“ betragen.
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In Abhangigkeit vom gewahlten Unterlagentyp kon-
nen unter dem Konfigurationspunkt ,Vernetzung®
vordefinierte Vernetzungsparameter variiert wer-
den.

Bei Beriicksichtigung von Temperatureinfliissen
kénnen Gber den Konfigurationspunkt ,, Temperatur®
2-4 Stutzstellen beliebig festgelegt und UberflUssi-
ge Eingabefelder wieder entfernt werden (vgl. Bild
3.6). Bei der Eingabe der Temperaturstitzstellen gilt
zu beachten, dass der erste Wert die Temperatur an
der Unterseite der Betonplatte und der letzte Wert
die Temperatur an der Oberseite der Betonplatte re-
prasentiert. Unter Berlcksichtigung aller eingetra-
genen Stitzstellen wird spater im Berechnungspro-
zess zwischen den Temperaturstitzstellen interpo-
liert. Matlab stellt hierfir eine Funktion bereit, die
(implementiert in ConCalc) unabhangig von der An-
zahl an Stitzstellen eine geeignete Interpolation
gewabhrleistet.

Wird unter dem Konfigurationspunkt ,Berechnung*
(vgl. Bild 3.2) ,probabilistisch* ausgewahlt, so kann
eine Berechnung auf Grundlage der in Kapitel 7 be-
schriebenen probabilistischen Verfahrensweise
durchgefiihrt werden. Die hierfiir erforderlichen Ein-
gabewerte konnen unter dem Punkt ,Probabilistik*
eingetragen werden. Da das in VILLARET u. a.
(2012) vorgestellte Verfahren derzeit nur fur 25 Sta-
tionen spezifische Temperaturgradienten bereit-
stellt, ist unter dem Punkt ,Probabilistik® auRerdem
die Station auszuwahlen, deren Lage/klimatische
Einordnung der Lage/klimatischen Einordnung der
zu analysierenden Betonbefestigung ahnlich ist.

Das zweite Tabellenblatt ,SysData“ der Konfigurati-
onsdatei ,ConCalcConf.xlsm“ dient der Auflistung
bzw. Bereitstellung der iber die Benutzeroberflache
auswahlbaren Optionen in den implementierten
Drop-Down Menus gemaR Bild 3.8. Die vorhande-
nen Auswahllisten kénnen beliebig erweitert wer-
den. Fir das Einfligen nachtraglicher Anderungen
oder Erganzungen sind entsprechende Vorkehrun-
gen in den notwendigen Schnittstellen zwischen
den einzelnen Programmmodulen bereits umge-
setzt.

Ergénzende Informationen beziglich der Uber die
Benutzeroberflache bereitgestellten Konfigurations-
punkte kdnnen den nachfolgenden Abschnitten ent-
nommen werden.

3.1.2 JSON-Konfigurationsdatei

Um die Uber das Modul Benutzeroberflache festge-
legten Werte an das Modul Vernetzung oder Dimen-
sionierung und Bewertung Ubergeben zu kdénnen,
missen alle Informationen in geeigneter Form zu-
sammengefasst werden. Hierfur empfiehlt sich
i. d. R. die Verwendung von Textdateien. Der Vorteil
von Textdateien ist, dass sie im Gegensatz zu Bi-
nardateien ohne spezielle Programme, d. h. platt-
formunabhangig, lesbar und editierbar sind. Hierfir
kénnen einfache Texteditoren verwendet werden.

Textdateien im JSON-Format (JavaScript Object
Notation, bereitgestellt von Douglas Crockford) gel-
ten als ein besonders strukturiertes Datenformat,
das gern fur Datenein-, -weiter- und -ausgabe so-
wie fir einen plattformunabhangigen Datenaus-
tausch verwendet wird. Das JSON-Datenformat
wurde erstmals 2001 auf der Website www.json.org
vorgestellt.

Das JSON-Datenformat wird inzwischen von vielen
Programmiersprachen und Programmumgebungen
unterstitzt (z. B. Matlab, PYTHON, C++, MICRO-
SOFT EXCEL ab Version 2016), so dass es sich
zum Datenaustausch als besonders geeignet er-
weist und fiir die Konfiguration von ConCalc und die
Datentbergabe innerhalb von ConCalc gewahlt
wurde.

Textdateien im JSON-Format sind einerseits zwar
frei editierbar missen anderseits jedoch eine defi-
nierte Struktur aufweisen. Diese Struktur muss un-
bedingt in den an die Benutzeroberflache angebun-
denen Makros bertcksichtigt werden (vgl. Abschnitt
3.1.1). Im Allgemeinen werden Textdateien im
JSON-Format wie folgt strukturiert und definiert:

» standardmaRige Zeichenkodierung durch UTF-8

* Verwendung von Schlisselwdrtern: Nullwert:
null; Boolescher Wert: true und false

* Verwendung von Zahlen: Ziffernfolge aus 0-9;
negativ und positiv; Angabe eines Exponenten
durch Anhangen von e; wissenschaftliche Dar-
stellung ist ebenfalls mdglich

* Verwendung von Zeichenketten: beginnen und
enden mit Anfihrungszeichen “

*  Verwendung von Arrays: Darstellung in eckigen
Klammern []; enthalt eine Liste mit durch Kom-
ma getrennten Elemente
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* Verwendung von Objekten: Darstellung in ge-
schweiften Klammern bzw.; enthalt eine Liste mit
durch Komma getrennten Eigenschaften; Eigen-
schaften bestehen aus einem Schlissel und ei-
nem Wert, die durch Doppelpunkt getrennt wer-
den; Schlissel ist eine Zeichenkette, Wert ist ein
beliebiges Element.

Wie auch Textdateien anderen Formates kdnnen
Textdateien im JSON-Format aulRerhalb eines Pro-
gramms gelesen und bearbeitet werden. Anstatt der
Eingabe und Auswahl notwendiger Modell- und Be-
rechnungsparameter Uber die Benutzeroberflache
kann alternativ (zum Bsp. fur Forschungszwecke
oder im Rahmen von Entwicklungsprozessen) die
die Daten der Benutzeroberflache zusammenfas-
sende Textdatei im JSON-Format direkt angepasst
werden.

JSON-Konfigurationsdatei von ConCalc

Auf Grundlage der in Abschnitt 3.1.1 vorgestellten
Benutzeroberflache von ConCalc wird mittels eines
an die Benutzeroberflache angebundenen EXCEL-
basierten Makros die Konfigurationsdatei ,rdob-in-
put-fem.json“ automatisch erzeugt. Bild 3.9 zeigt ei-

Bild 3.9: Ausschnitt aus JSON-Konfigurationsdatei von Con-
Calc, erstellt auf Grundlage der in Abschnitt 3.1.1 de-
finierten Eingabefelder fiir die Benutzeroberflache.

nen Auszug der Konfigurationsdatei im JSON-For-
mat.

Dem kunftigen Anwender von ConCalc steht zu
Projektende eine Auflistung aller Giber die Benutzer-
oberflache auswahlbaren bzw. in die JSON-Datei
eintragbaren Modelloptionen zur Verfligung.

Die Realisierung der Schnittstelle zwischen dem
Modul Benutzeroberflache und dem Modul Vernet-
zung bzw. Dimensionierung und Bewertung wird
durch die Verwendung von Textdateien im JSON-
Format somit besonders benutzerfreundlich reali-
siert. Die in ConCalc erzeugten Textdateien kénnen
auch von anderen Programmen verarbeitet werden.

3.2 Anbindung der Vernetzung

Bevor ein definierter Beanspruchungszustand be-
rechnet werden kann, muss zunachst ein geeigne-
tes Berechnungsmodell erstellt werden. Dieses be-
inhaltet neben der Definition und Umsetzung von
Geometrie- und Randbedingungen sowie von Be-
lastungszustanden die Unterteilung des Berech-
nungsmodells in Einzelelemente. Letzteres wird
auch als Modellvernetzung bezeichnet.

Zur Vernetzung eines Berechnungsmodells (einer
CAD-Geometrie) zur Durchfiihrung von Finite-Ele-
mente Berechnungen stehen dem Anwender ver-
schiedene Programme zur Verfiigung. Fir die Ent-
wicklung von ConCalc wurde die quelloffene Soft-
ware GMSH ausgewahlt, welche unter der GPL ver-
offentlicht wird. In Abhangigkeit vom verwendeten
Betriebssystem stehen dem Anwender verschiede-
ne Softwareversionen zur Verfligung.

GMSH setzt sich aus vier Modulen zusammen:

¢ Grafikmodul, um 3-dimensionale Formen zu er-
stellen

*  Meshingmodul
* Gleichungsldser- oder Solvermodul
* Postprozessormodul

Fir das vorliegende Forschungsvorhaben besitzt
GMSH ausreichende Funktionalitaten zur Vernet-
zung von CAD-Geometrien.

Wird GMSH an Open CASCADE angebunden, so
konnen CAD-Geometrien aus verschiedensten Pro-
grammen importiert werden. Zu verarbeitende CAD-
Informationen kénnen in unterschiedlichen Formaten
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eingelesen und nach Vernetzung ausgegeben bzw.
Ubergeben werden. Neben einer nutzerfreundlichen
Softwaresteuerung besteht auch die Méglichkeit der
Programmsteuerung Uber eine programminterne
Skriptsprache, die eine parametrisierte flexible Steu-
erung der Vernetzung erlaubt.

3.2.1 Modell- und Netzgenerierung mit GMSH
innerhalb von ConCalc

Sowohl die Generierung der Modellgeometrie als
auch der Vernetzung erfolgt innerhalb von ConCalc
mittels GMSH. Die Software GMSH agiert dabei als
.im Hintergrund wirkender, wenn auch wichtiger
Bestandteil des Gesamtprogramms. Voraussetzung
fur die funktionierende Integration von GMSH ist die
Bereitstellung einer durch GMSH verarbeitbaren
Datei im Format GEO. Mit Matlab wird daher zu-
nachst eine GMSH-Eingabedatei erzeugt, die im
Weiteren von GMSH verarbeitet werden kann. Die-
se Eingabedatei, im Programm als ,gmsh input file.
geo* hinterlegt, kann durch den Anwender auch au-
Rerhalb von ConCalc direkt in dem Programm
GMSH genutzt und verandert werden. Nach Einle-
sen der Eingabedatei in GMSH innerhalb von Con-
Calc wird, ebenfalls durch Matlab gesteuert, das
durch GMSH erzeugte Modellnetz (auf Grundlage
von in Matlab festgelegten Vernetzungsbedingun-
gen) exportiert und es wird die Ausgabedatei
~-gmsh_output_file.inp* erstellt. Diese kann u. a. in
ABAQUS eingelesen werden. Zur Erstellung der
GMSH-Eingabedatei werden vornehmlich die in
der JSON-Konfigurationsdatei zusammengefass-
ten Geometrie- und Vernetzungsparameter benétigt.

Bei nichtstrukturierten Netzen, dem sogenannten
.Free Meshing“, kann die Netzqualitat Probleme
bereiten. Problematisch sind meist stark voneinan-
der abweichende Innenwinkel und Kantenlangen
innerhalb eines Elementes. GMSH bietet zur Ab-
schatzung der Elementqualitat verschiedene Met-
riken an und implementiert mindestens zwei ver-
schiedene Algorithmen zur Verbesserung der
Netzqualitat.

Bei schlechter Vernetzung verhindern die sich erge-
benden singuldren oder negativen Jacobi-Determi-
nanten die Abbildung zwischen Referenz- und Mo-
mentankonfiguration eines finiten Elementes. FE-
Codes brechen dann in der Regel mit einer Fehler-
meldung den Berechnungsvorgang ab. Grundsatz-
lich ist eine hohe Qualitat der finiten Elemente an-
zustreben. Eine gute Qualitat zeigt sich u. a. darin,
dass die einzelnen Elemente nicht (bzw. kaum

merklich) verzerrt sind, d. h., dass Kantenlangen
und Innenwinkel kaum streuen. Um dem gerecht zu
werden, bewerten alle relevanten Netzgeneratoren
die Qualitét der erstellten Elemente mittels ver-
schiedener Metriken (KNUPP 2003; PARTHASA-
RATHY u. a. 1993) und verbessern die Netzgestal-
tung gezielt (KNUPP 2000; LO 1997).

Die Vernetzung zu untersuchender Berechnungs-
modelle erfolgt fir den Anwender weitestgehend
automatisiert auf Grundlage von im Programmcode
vordefinierten Bedingungen. Erganzend kdnnen
Uber die Nutzeroberflaiche ausgewahlte Vernet-
zungsparameter angepasst werden. In Abhangig-
keit von der Uber die Nutzeroberflache auswahlba-
ren Modellvarianten werden verschiedene veran-
derbare Vernetzungsparameter bereitgestellt. Die
nicht veranderbaren Vernetzungsbedingungen wer-
den vorab so festgelegt, dass bei variierenden Geo-
metriebedingungen und Belastungszusténden stets
eine ausreichende Netzqualitat gewahrleistet ist.

Die einzelnen Modellvarianten unterscheiden sich
zum einen in der Anzahl der einzubeziehenden Be-
tonplatten und zum anderen in der Art der Ausbil-
dung der Unterlage, d. h. der Auflagerbedingungen
fur die jeweiligen Betonplatten. Die unterschiedli-
chen Auflagerbedingungen erfordern unterschiedli-
che Randbedingungen. Nahere Ausfiihrungen hier-
zu sind in Abschnitt 4 zusammengefasst. Folgende
Modellvarianten stehen dem Anwender, umfanglich
validiert, zur Verfigung:

Einplattenmodell

* Ausnutzung von Symmetriebedingungen; wahl-
weise Halb- oder Vollplattenmodell

Mehrplattenmodell

¢ 2-Plattenmodell und 4-Plattenmodell

» 2-Plattenmodell in Langsrichtung mit Querfuge
(1-2)

» 2-Plattenmodell in Querrichtung mit Langsfuge
(1-4)

* 4-Plattenmodell mit Querfuge und Langsfuge (1-
2-3-4)

* Verbindung der einzelnen Platten Uber Dubel
bzw. Anker

Ein- und Mehrplattenmodell

* Ausbildung Unterlage ,Winkler*
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Bild 3.10: Bezeichnung der Einzelplatten in den Mehrplatten-
modellen

» Ausbildung Unterlage ,ntWinkler*
* Ausbildung Unterlage ,Kontinuum®
* Ausbildung Unterlage ,Kontinuum Kontakt*

* Ausbildung von 1 bis 4 Unterlagen bei Kontinu-
um und Kontinuum Kontakt

Die Bezeichnung der Varianten der Mehrplatten-
modelle korreliert mit den Bezeichnungen der Ein-
zelplatten in Bild 3.10. Die Betonplatte 1 bildet die
Grundlage fir das Einplattenmodell. Das zugrun-
deliegende Koordinatensystem ist in Bild 3.11 er-
ganzend fir eine vollstandige Betonplatte darge-
stellt.

Ist die Vernetzung mit GMSH abgeschlossen, so
missen die Netzdaten in ein flr den Finite-Elemen-
te-Rechenkern erlaubtes Format tberfihrt werden.
Als standardmaRig weitverbreitet gelten die Kno-
tenkonventionen von ABAQUS. Die mit GMSH er-
zeugten Netzdaten wurden daher in ABAQUS-kon-
forme Netzdaten umgewandelt.

Nachfolgend werden die mit GMSH erzeugten und
vernetzten Ein- und Mehrplattenmodelle im Detail
vorgestellt. Die Modellgenerierung und -Vernetzung
innerhalb von ConCalc erfolgt Gber die in umfangli-
cher Form eingebundene Funktion ,generateGMS-
HinputFile“. Diese Funktion nutzt weitere in Con-
Calc bereitgestellte Funktionen. Die einzelnen ex-
plizit erstellten Funktionen sind im Programmcode
umfassend beschrieben und erldutert.

Definition des Koordinatensystems in ConCalc

Zur Festlegung der Geometrie- und Randbedingun-
gen innerhalb von ConCalc wurde vorab ein global
anzuwendendes Koordinatensystem definiert. Der
fur alle innerhalb von ConCalc implementierten An-

Bild 3.11: Koordinatensystem, das fiir alle Annahmen in Con-

Calc zugrunde gelegt wurde

nahmen geltende Koordinatenursprung (mit x-0,
y-0, z-0) befindet sich in der linken vorderen Ecke
an der Unterseite der Betonplatte 1. x und y definie-
ren somit die horizontale Ausrichtung einer Beton-
platte, wobei die x-Koordinate in Langsrichtung und
y in Querrichtung weist. Die z-Koordinate ist nach
oben positiv definiert und beschreibt die Dicke der
Betonplatte. Bei einem Einplattenmodell sind folg-
lich alle Koordinaten positiv, bei einem Mehrplatten-
modell kdnnen einzelne Koordinaten auch negativ
belegt sein.

Einplattenmodell

Zur Generierung eines Einplattenmodells kénnen
die nachfolgenden Geometrie- und Materialbedin-
gungen sowie Vernetzungsparameter beliebig
durch den Anwender von ConCalc Uber die bereit-
gestellte Benutzeroberflache ausgewahlt bzw. fest-
gelegt werden. Die aufgefiihrten Materialbedingun-
gen werden bei der Modellerstellung und Vernet-
zung mit GMSH nicht bertcksichtigt.

Veranderbare Geometrie- und Materialbedingungen

* Halb- oder Vollplattenmodell

» Breite der Betonplatte

* Léange der Betonplatte

+ Elastizitdtsmodul des Betons

* Querkontraktionszahl des Betons

* Materialdichte des Betons

*  Warmedehnzahl des Betons

» Zentrum der Lastflache (x-, y-, z-Angabe)
+ Breite der Lastflache

» Lange der Lastflache

* Ausbildung Unterlage als ,Winkler/ntWinkler,
»Kontinuum*“ oder ,Kontinuum Kontakt"
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Bild 3.12: Einplattenmodell; links: Vollmodell, rechts: Halbmo-
dell; kombiniert mit Unterlage ,Winkler®; Darstellung
der Vernetzung

Bild 3.13: Einplattenmodell, Halbmodell; links: kombiniert mit
vergroRerter Unterlage ,Kontinuum®, rechts: kombi-
niert mit Unterlage ,Kontinuum* bzw. ,Kontinuum
Kontakt*; Darstellung der Vernetzung

» Dicke der Unterlage (bei ,Kontinuum* und ,Kon-
tinuum Kontakt®)

» Grole der Unterlage im Vergleich zur Gréle der
Betonplatte (bei ,Kontinuum/-Kontinuum Kon-
takt; Festzulegen Uber Faktor)

Veranderbare Vernetzungsparameter

*  Min- und Max-Wert Elementgrofie

* Anwachsrate zwischen verschieden grolen Ele-
menten des Hintergrundnetzes und des feineren
Netzes um die Lastflache und den Vernetzungs-
punkt unterhalb der Lastflache

Bild 3.12 zeigt exemplarisch ein Einplattenmodell,
kombiniert mit der Unterlage ,Winkler®, verglei-
chend dargestellt als Halb- und Vollplattenmodell
unter der Annahme einer mittig an der Plattenlangs-
fuge angeordneten Belastungsflache. Ziel sollte
stets sein, das Modellnetz so grob wie mdéglich und
so fein wie noétig zu wahlen. D. h. die Randbereiche
der Betonplatte kénnen im Einplattenmodell relativ
grob vernetzt werden. Der Bereich der Lastflache

sowie um die Lastflache herum (in vertikaler und
horizontaler Ausrichtung) sollte hingegen deutlich
feiner vernetzt werden. Um eine ausreichende Ver-
netzung in vertikaler Richtung innerhalb der Beton-
platte zu gewahrleisten, wurde unterhalb der Last-
flache an der Unterseite der Betonplatte zunachst
ein Punkt definiert, der im Weiteren in die Flache
der Unterseite der Betonplatte eingebettet wurde.

Durch das Einbetten des Punktes wird der Punkt
Teil des Gesamtmodells und kann bei der Vernet-
zung des Modells einbezogen werden. Die Vernet-
zung um die Lastflache und den Vernetzungspunkt
wurde aufeinander abgestimmt und kann Uber die
Vernetzungsparameter gesteuert werden.

Die Modellbildung bei Auswahl der Unterlagenvari-
anten ,Kontinuum*® und ,Kontinuum Kontakt“ erfolgt
identisch. Fur die Unterlage lassen sich jeweils geo-
metrisch grolRere Abmessungen festlegen als fur
die Betonplatte, wie in Bild 3.13 visualisiert.

Die Ausbildung der Modellnetze wurde so konzi-
piert, dass zwischen den Netzen unterschiedlicher
Modellelemente stets ein kontinuierlicher Ubergang
gewabhrleistet ist, d. h. dass sich unterschiedliche
Netze nur in Knotenpunkten berihren.

Die Vernetzung der Modelle mit der Unterlagenva-
riante ,Kontinuum® ist deutlich einfacher als die der
Modelle mit der Unterlagenvariante ,Kontinuum
Kontakt®. Wird ,Kontinuum“ gewahlt, so wird (im
Einplattenmodell) die Unterseite der Betonplatte mit
der Oberseite der obersten Unterlage verbunden
und Ubereinander liegende geometrische Punkte
und Flachen (physical elements erhalten die glei-
chen Knoten und somit die gleichen Nummerierun-
gen bzw. Bezeichnungen. Die geteilten Knoten wer-
den im Weiteren als ,shared nodes“ gehandhabt.
Eine freie Verschiebung zwischen den aufeinander
liegenden Schichten ist nicht moglich.

Um die Kontaktbedingungen zwischen zwei aufein-
ander liegenden Schichten frei definieren zu kon-
nen, midssen den Ubereinander liegenden geomet-
rische Punkte und Flachen unterschiedliche Num-
merierungen bzw. Bezeichnungen zugewiesen wer-
den. Hierfur wird in ConCalc zunachst ein Abdruck
(imprint) der Unterseite der Betonplatte erzeugt. An-
schlieRend wird der Abdruck in die Flache (physical
surface) der Oberseite der Unterlage eingebettet
und ist somit Bestandteil der Unterlagenoberseite
(vgl. Bild 3.14). Die gleiche Vorgehensweise muss
auch fur den Vernetzungspunkt umgesetzt werden.
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Bild 3.14: Einplattenmodell mit Unterlagenmodell ,KontinuumKontakt®; links: Unterseite der Betonplatte (plane 60), rechts: Ober-
seite der Unterlage (plane 68); Darstellung der Vernetzung und der unterschiedlichen GMSH-internen Kodierung der

physical surfaces

Bild 3.15: Einplattenmodell mit Unterlagenmodell ,Kontinuum-
Kontakt; Darstellung der Vernetzung der Unterseite
der Betonplatte und der Oberseite der Unterlage

Bild 3.16: Einplattenmodell mit vier Unterlagen (Dicken der Un-
terlagen wurden fiir eine bessere Visualisierung ex-
emplarisch festgelegt

Auch hier wurde der Punkt, der grundsatzlich an der

Unterseite der Betonplatte definiert wurde, in die

Oberseite der Unterlage projiziert und eingebettet.

Bild 3.17: Einplattenmodell, Halbmodell; kombiniert mit Unterla-
ge ,Winkler*; exemplarische Darstellung der ,Physi-
cal Surfaces"

Die eigentliche Vernetzung erfolgt durch einen von
GMSH bereitgestellten Algorithmus. Elemente, die
nicht verknipft sind (wie bei ,Kontinuum Kontakt®)
werden hierbei i. d. R. unabhangig voneinander ver-
netzt. Die Vernetzung der Unterseite der Betonplat-
te und der Oberseite der Unterlage kénnen somit
voneinander abweichen. Dies ist jedoch als kritisch
zu bewerten in Hinblick auf sich anschlielende Pro-
zesse der Modellbildung und -evaluierung. Es ist
somit Netzkonformitat in den Schichtgrenzen zu ge-
wahrleisten. Entsprechend wird das Netz der Unter-
seite der Betonplatte, unter Berlcksichtigung des
Imprints des Vernetzungspunktes, in das Imprint
der Unterseite der Betonplatte in die Oberseite der
Unterlage kopiert (vgl. Bild 3.15, Bild 3.14).

In den Modellen mit den Unterlagenvarianten ,Kon-
tinuum® und ,KontinuumKontakt“ kénnen bis zu vier
Unterlagen erstellt werden. Die unterste Unterlage
entspricht i. d. R, dem anstehenden Boden. Bild
3.16 zeigt exemplarischen einen flnfschichtigen
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Bild 3.18: Einplattenmodell, Halbmodell; kombiniert mit Unter-
lage ,Winkler“; exemplarische Darstellung der ,Phy-
sical Points*”

Bild 3.19: Einplattenmodell, Volimodell; kombiniert mit Unter-
lage ,KontinuumKontakt*; Auszug aus GMSH.geo-
Datei

Aufbau. Der Verbund, und somit die Netzgenerie-
rung, zwischen zwei Ubereinander liegenden Unter-
lagenschichten erfolgt nach dem voran beschriebe-
nen Prinzip der ,shared nodes*.

Um den einzelnen Volumen, Flachen und zuséatzlich
festgelegten Punkten innerhalb von ConCalc defi-
nierte Eigenschaften und Randbedingungen zuwei-
sen zu kénnen, wurden allen von GMSH erzeugten
.Physical Volumes*, ,Physical Surfaces®, und ,Phy-
sical Points* spezifische Namen zugewiesen. Wird
die Eingabedatei ,gmsh input file.geo* in GMSH
eingelesen, so kdnnen die festgelegten Bezeich-
nungen in GMSH visualisiert und somit das jeweili-
ge Modell einfacher verifiziert werden (vgl. Bild 3.17
und Bild 3.18). Mit jedem zuséatzlichen Modellele-

Bild 3.20: Geometrie des Zweiplattenmodells mit Winkler-Bet-
tung. Die Fugenbreite wurde fir eine bessere Visu-
alisierung der Modellkomponenten groRer als in der
Realitat gewahlt. Links: Anordnung in Querrichtung
mit Langsfuge (Modell ,1-4). Rechts: Anordnung in
Langsrichtung mit Querfuge (Modell ,,1-2%)

ment andert sich die GMSH-interne Nummerierung
der physikalischen Volumen, Flachen und Punkte.
Um dennoch stets eine korrekte Verknipfung der
spezifischen Bezeichnungen mit den physikali-
schen Elementen zu gewahrleisten, wird die Num-
merierung der einzelnen Elemente automatisiert
ausgelesen und entsprechend verknupft.

Bild 3.19 zeigt den Auszug einer GMSH.geo-Datei,
die mittels Matlab erzeugt wird und separat in
GMSH eingelesen werden kann.

Mehrplattenmodell

Die Erstellung und Vernetzung von Mehrplatten-
modellen ist im Vergleich zu Einplattenmodellen
wesentlich komplexer. Soll beispielsweise ein
Zweiplattenmodell erstellt werden, so hat der Nut-
zer die Méglichkeit ein Zweiplattenmodell in Langs-
oder Querrichtung zu erstellen. In Abhangigkeit
von der Plattenausrichtung sind die Einzelplatten
Uber Dubel oder Anker zu verbinden. Hieraus er-
geben sich weitere (nachfolgend aufgelistete) ver-
anderbare GroRen. Sowohl die Geometrie als
auch die Anzahl, Lage und Verteilung der Dubel
und Anker ist differenziert festzulegen (vgl. Bild
3.9). Bezlglich der Lage der Diibel und Anker gilt
festzuhalten, dass sowohl eine gleichmalige als
auch ungleichmafige Verteilung wahlbar ist. Eine
,ungleichmafliige Verteilung“ bedeutet, dass die
Position der am Rand gelagerten Diibel und Anker
frei definiert werden kann und die verbleibenden
Dubel und Anker anschlieend gleichmalig dazwi-
schen positioniert werden. Die Breite der Quer-
und Langsfuge(n) ist ebenfalls differenziert festzu-
legen. Bild 3.20 zeigt exemplarisch zwei Mehrplat-
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Bild 3.21: Zweiplattenmodell, Anordnung in Querrichtung mit
Langsfuge; kombiniert mit Unterlage ,Winkler; Dar-
stellung der Vernetzung (Fugenbreite fir eine bes-
sere Visualisierung der Modellkomponenten groRer
als in Realitat gewahit)

Bild 3.22: Zweiplattenmodell, Anordnung in Querrichtung mit

Langsfuge; kombiniert mit Unterlage ,Winkler*; Dar-
stellung der Vernetzung im Bereich der Anker (Fu-
genbreite fiir eine bessere Visualisierung der Mo-
dellkomponenten groRer als in Realitat gewahit)

tenmodelle mit in Quer- und Langsrichtung ange-
ordneten Platten.

Sollen Mehrplattenmodelle mit Unterlage(n) er-
stellt werden, so erfolgt die Vernetzung geman der
Beschreibung zum Einplattenmodell. Bei der Mo-
dellunterlagenvariante ,KontinuumKontakt® mus-
sen jedoch die Unterseiten aller Betonplatten in
die Oberseite der Unterlage eingebettet werden.

In Bild 3.21 ist ergdnzend das Modellnetz des
Zweiplattenmodells mit Langsfuge und Ankern
dargestellt. Im Bereich der Anker (und Dibel) wird
das Modellnetz verfeinert. Der Grad der Verfeine-
rung kann, wie bei der Lastflache, durch den An-
wender variiert werden. Bild 3.22 und 3.23 zeigen
exemplarisch die in ConCalc umgesetzte Vernet-

Bild 3.23: Zweiplattenmodell, Anordnung in Querrichtung mit
Langsfuge; kombiniert mit Unterlage ,Winkler®; Dar-
stellung der detaillierten Vernetzung im Bereich ei-
nes Anker (Fugenbreite fiir eine bessere Visualisie-
rung der Modellkomponenten gréRer als in Realitat
gewahlt)

Bild 3.24: Zweiplattenmodell, Anordnung in Langsrichtung mit

Querfuge und Dubel; kombiniert mit Unterlage
»Winkler“; Darstellung der Vernetzung fiir verschie-
dene Anzahlen an Diibeln (Fugenbreite flr eine bes-
sere Visualisierung der Modellkomponenten grof3er
als in Realitat gewahlt)

zung im Bereich der Anker (und Dubel). Werden
verschiedene Koérper miteinander verbunden und/
oder durchdringen sich diese, so ist darauf zu ach-
ten, dass jede einzelne Geometrie ausreichend
vernetzt ist und dass sich die Netze der einzelnen
Geometrien bzw. Elemente lediglich in Netzkno-
tenpunkten berihren.
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Bild 3.25: Vierplattenmodell 2D; kombiniert mit Unterlage
+Winkler“; Darstellung der Vernetzung (Fugenbreite
fur eine bessere Visualisierung der Modellkompo-
nenten groRer als in Realitdt gewahlt; Anzahl Dubel

und Anker exemplarisch gewahlt)

Bild 3.26: Vierplattenmodell 2D; kombiniert mit Unterlage
~Winkler“; Darstellung der Vernetzung (Fugenbreite
fur eine bessere Visualisierung der Modellkompo-
nenten groRer als in Realitat gewahlt; Anzahl Dibel
und Anker exemplarisch gewahlt)

Mit zunehmender Anzahl an Dubeln bzw. Ankern
nimmt auch die Verfeinerung des Modellnetzes im
Bereich der Fugen zu (vgl. Bild 3.24). Dies wieder-
um bedingt eine zunehmende Berechnungsdauer
und Speicherkapazitat. Dies wird insbesondere bei
den Vierplattenmodellen deutlich. Bild 3.25 zeigt
exemplarisch ein Vierplattenmodell. Die entspre-
chende Vernetzung ist in Bild 3.26 bzw. Bild 3.27
dargestellt. Die Vernetzung an den Oberseiten der
Betonplatten muss nicht identisch der an den Un-
terseiten der Betonplatten sein. Bei Erstellung ei-
nes Vierplattenmodells ist darauf zu achten, dass
sich die Dubel und Anker im Fugenkreuz nicht
schneiden (vgl. Bild 3.25).

Bild 3.27: Vierplattenmodell 3D; kombiniert mit Unterlage
~Winkler“; Darstellung der Vernetzung (Fugenbreite
fur eine bessere Visualisierung der Modellkompo-
nenten groRer als in Realitat gewahlt; Anzahl Dibel
und Anker exemplarisch gewahlt)

Bild 3.28: Zweiplattenmodell mit vier Unterlagen (Dicken der
Unterlagen wurden fir eine bessere Visualisierung
exemplarisch festgelegt

Wie auch beim Einplattenmodell wurden in den
Mehrplattenmodellen den physikalischen Elemen-
ten der Betonplatten und der Dubel bzw. Anker spe-
zifische Namen zugewiesen.

Die Materialeigenschaften fur mehrere Betonplat-
ten bzw. mehrere Dubel oder Anker werden jeweils
identisch angenommen.

Zusatzliche veranderbare Geometriebedingungen
* Auswahl Plattenanzahl

» Festlegung der Ausrichtung der Platten; Langs-
und Queranordnung moglich, was eine differen-
zierte Betrachtung der Quer- und Langsfuge er-
laubt

* Fugenbreite; fir Quer- und Langsfuge differen-
ziert festzulegen

* Ddibel-/Ankeranzahl, -lage und -geometrie; je-
weils differenziert festzulegen

Dubel-/Ankeranzahl, -lage und -geometrie

¢ Anzahl Dubel, Anzahl Anker

* horizontale Verteilung der Dubel, horizontale
Verteilung der Anker; gleichmaRige Verteilung
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Bild 3.29: Vierplattenmodell; Positionierung Lastflache mittig
im Bereich des Fugenkreuzes zwischen den vier
Betonplatten (Fugenbreite fir eine bessere Visuali-
sierung der Modellkomponenten gréRer als in Reali-
tat gewahlt; Anzahl Dubel und Anker exemplarisch
gewahlt)
oder frei wahlbarer Abstand der duReren Dubel/

Anker zum Plattenrand

» Vertikale Lage der Dubel, Vertikale Lage der An-
ker)

» Lange Dubel, Lange Anker

¢ Durchmesser Diubel, Durchmesser Anker
+ Elastizitdtsmodul der Dubel/Anker

* Querkontraktionszahl der Dibel/Anker

* Materialdichte der Dubel/Anker

*  Warmedehnzahl der Dibel/Anker

Zusatzliche veranderbare Vernetzungsparameter

» Anwachsrate zwischen verschieden grofen Ele-
menten des Hintergrundnetzes und des feineren
Netzes um die Dubel/Anker

Wie fir das Einplattenmodell gezeigt, kdnnen auch
die Mehrplattenmodelle, kombiniert mit den Unter-
lagenvarianten ,Kontinuum® und ,KontinuumKon-
takt® mit bis zu vier Unterlagen erstellt werden. Die
unterste Unterlage entspricht auch hier i. d. R, dem
anstehenden Boden. Bild 3.28 zeigt exemplari-
schen einen fiinfschichtigen Aufbau fir das Zwei-
plattenmodell 1-2. Der Verbund, und somit die Netz-
generierung, zwischen zwei Ubereinander liegen-
den Unterlagenschichten erfolgt ebenfalls nach
dem voran beschriebenen Prinzip der shared no-
des.

Positionierung Lastflache

Die Positionierung der Lastflache beschrankt sich
nicht nur auf die gemaR gultigem Regelwerk einzu-
beziehenden Positionen, sondern ist frei wahlbar.
Die konkrete Positionierung erfolgt Giber die Angabe
der Koordinaten des Lastzentrums. In Bild 3.29 ist
exemplarisch ein Vierplattenmodell mit mittiger Po-

Bild 3.30: Vierplattenmodell; Positionierung Lastflache mittig
im Bereich des Fugenkreuzes zwischen den vier Be-
tonplatten mit Darstellung der Teillastflachen (Fugen-
breite furr eine bessere Visualisierung der Modellkom-
ponenten groRer als in Realitat gewahlt)

sitionierung der Lastflache direkt Gber dem Fugen-
kreuz zwischen den vier Betonplatten dargestellit.
Entsprechend den Nummerierungen der Betonplat-
ten unter der Lastflache werden auch die Teillastfla-
chen nummeriert und kdnnen innerhalb von Con-
Calc entsprechend gezielt aufgerufen werden (vgl.
Bild 3.30). Die Lastflache wird des Weiteren so in
die Oberflache der Betonplatten eingebettet, dass
die Fugenbereiche stets frei bleiben und keine zu-
satzlichen Elemente, wie Linien enthalten, die eine
unerwiinschte Vernetzung der Fugenbereiche be-
dingen wirden.

Fuar die sich anschlielenden Prozesse der Modell-
bildung und -evaluierung ist es zwingend notwen-
dig, dass auch der zusatzlich ergédnzte Vernet-
zungspunkt an der Unterseite der Betonplatte un-
terhalb der Lastflache nicht auRerhalb der Beton-
platten, beispielsweise in einer Fuge, liegt. Die Lage
des Vernetzungspunktes wird deshalb bei Bedarf
angepasst. Der Vernetzungspunkt verschiebt sich
somit jeweils in die Richtung des gréReren Anteils
der auf einer Betonplatte aufgelagerten Lastflache.
Bei mittiger Positionierung, wie in Bild 3.29, wird der
Vernetzungspunkt der Platte 1 zugeordnet und be-
findet sich somit an der Unterseite der Betonplatte 1
in der rechten vorderen Ecke.

3.2.2 Erstellen der ABAQUS-Eingabedatei

Um innerhalb von ConCalc eine ABAQUS-konfor-
me Eingabedatei bereitzustellen, missen die Uber
die Benutzeroberflache festgelegten geometrischen
Modellbedingungen, die in der ,rdob-input-fem.
json“-Datei zusammengefasst werden (vgl. Bild
3.1), und das mittels GMSH erzeugte Modellnetz,
das mit der ,gmsh output file.inp“-Datei bereitge-
stellt wird (vgl. Bild 3.21), angepasst und zusam-
mengeflihrt und insbesondere durch Randbedin-
gungen erganzt werden.
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Die Umwandlung und das Zusammenfiihren der
unterschiedlichen Datenquellen erfolgt mittels ei-
nem eigens flir ConCalc erarbeitetem Matlab-Skript.
Als Ergebnis wird die ABAQUS-konforme Eingabe-
datei ,gmsh output file plus fea conditions.inp® er-
stellt. Diese kann somit auch aufRerhalb von Con-
Calc genutzt werden.

Die erzeugte Eingabedatei ist, wie auch Dateien im
JSON-Format, frei editierbar. Die Eingabedatei ent-
halt aufgrund ihres Ursprungs Teile des Befehlssat-
zes von ABAQUS.

3.3 Anbindung der Visualisierung

In Abhangigkeit eines definierten Belastungszu-
standes lasst sich mit dem entwickelten Rechen-
kern von ConCalc ein definierter Beanspruchungs-
zustand berechnen. Zur Visualisierung berechne-
ter Beanspruchungszustdnde wurde das Pro-
gramm ParaView gewahlt. ParaView5 ist ein sehr
weit verbreitetes quelloffenes plattformunabhangi-
ges Visualisierungswerkzeug zur Uberfiihrung von
Daten in Bilder oder Animationen. Die Anfange von
ParaView gehen auf ein Kollaborationsprojekt von
Kitware Inc. und dem Los Alamos National Labora-
tory aus dem Jahr 2000 zurick.

ParaView ist als vorkompiliertes Paket fur Win-
dows (32 und 64 Bit) und Mac-Betriebssysteme
(64 Bit) verfugbar. Das Gesamtsystem ist nach
dem Client-Server-Prinzip implementiert. Es setzt
sich aus den Komponenten Daten-Server, Render-
Server und Client zusammen, die sowohl verteilt
als auch auf einer Maschine arbeiten kdnnen, wo-
raus verschiedene Betriebsmodi resultieren. Nach-
folgend werden die drei Komponenten kurz erklart.

» Daten-Server: kann parallel betrieben werden;
(a) zur Bereitstellung von Daten zur Visualisie-
rung; in Abhangig vom geladenen Datensatz in
Form von: Gitterpunkten, Skalar- oder Vektor-
feldern; (b) zum Filtern und Speichern von Da-
tenséatzen

* Render-Server: kann parallel betrieben wer-
den; zum Rendern der bereitgestellten Daten

* Client: beinhaltet die Benutzeroberflache und
kontrolliert die Objekte auf dem Daten-Server
und Render-Server; kann, ohne selbst iber Vi-
sualisierungsdaten zu verfiigen, Objekte auf

5 www.paraview.org

beiden Servern erzeugen, verarbeiten und 16-
schen, wodurch sichergestellt wird, dass die
Skalierbarkeit auch bei grolRen Rechnernetzen
erhalten bleibt, obwohl es sich beim ParaView-
Client um eine rein serielle Anwendung handelt.

Das Kernstlck eines Visualisierungsprozesses
wird als Visualisierungspipeline bezeichnet, die die
Umwandlung darzustellender Daten in verschiede-
ne Schritte unterteilt. Fir ergdnzende Informatio-
nen wird auf die Internetprdsenz des Herstellers
verwiesen.

3.3.1 Aufbau der grafischen Benutzeroberfla-
che von ParaView

Die grafische Benutzeroberflache bzw.grafische
Benutzerschnittstelle eines Programms wird im All-
gemeinen auch als GUI (graphical user interface)
bezeichnet. Das Programm ParaView kann hin-
sichtlich der Handhabung seiner grafischen Ober-
flache als einfach und intuitiv bewertet werden. Die
Nutzeroberflache (Bild 3.31) gleicht einem Grafik-
programm und besteht standardmaRig aus drei
grofen Bereichen, die in einem Fenster vereint
sind:

* Menlleiste mit mehreren Werkzeugleisten
* Fenster zur Visualisierung
» Pipeline Browser, mit den Properties.

Weitere Fenster (vornehmlich Werkzeug-Oberfla-
chen) kénnen uber den MenUlpunkt View aktiviert
werden. Die Anordnung einzelner Fenster kann
durch manuelles Verschieben (durch Drag-and-
Drop) verandert und von der Haupt-Oberflache
entkoppelt werden, wobei die Grolie eines jeden
Fensters variabel anpassbar ist. Entkoppelte Fens-
ter kdnnen jedoch nicht aneinandergeheftet oder
zusammengefasst werden.

Des Weiteren besteht die Moglichkeit, mehrere
Werkzeugoberflachen zusammen in einer Spalte
zu gruppieren. Wichtige Werkzeug-Oberflachen
sind:

* Animation View: zeigt Werkzeuge zum Erstel-
len einer Animation

» Statistics Inspector: zeigt globale, visualisie-
rungsunabhangige Informationen Uber den Da-
tensatz an (wie GréRRe des Datensatzes, Anzahl
der Gitterelemente oder Art des Datensatzes)
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Bild 3.31: Oberflache ParaView mit Darstellung des Fensters zur Visualisierung, der Mendileiste mit mehreren Werkzeugleisten,
sowie des Pipeline Browsers und des Selection Display Inspectors (links) und des Color Map Editors (rechts)

Bild 3.32: Ausschnitt aus Bild 3.31: Auswahl der Darstellungs-
form flr die Visualisierung der Daten importierter
KenngrofRen (hier: Verschiebung in z-Richtung):

z. B. Knoten, Oberflachen (KenngréfRen), Netze

» Selection Display Inspector: ermdglicht die Kon-
figuration der verschiedenen Auswahlwerkzeu-

ge

» Comparative View Inspector: bietet die Mdglich-
keit des Vergleichs verschiedener Datengrund-
lagen.

Nachdem ein zu visualisierender Datensatz in das
Programm geladen und eine auszufiihrende Opera-
tion (Aufgabe, z. B. Bildung eines Schnittes) ausge-
wahlt wurde, wird die Operation im Pipeline Brow-
ser aufgelistet und kann im Fenster Properties kon-
figuriert werden. Auf diese Weise wird auf einen
Blick ersichtlich, welche Operationen und Filter ak-
tuell ausgewahlt wurden.

3.3.2 Anwendung von ParaView

Nachfolgend werden erste wesentliche Schritte zur
Nutzung von ParaView aufgelistet:

Offnen eines Datensatzes: (iber den Meniipunkt
File und dann Open; hierdurch erfolgt die Visua-
lisierung des Datensatzes gemaf} Standard-Ein-
stellungen

Symbole der Werkzeugleisten sind mit Tooltips
versehen, diese werden beim Uberstreichen mit
dem Mauszeiger sichtbar, wodurch ParaView-
spezifische Elemente durch den Anwender
schnell verstanden werden und ein intuitives Zu-
rechtfinden erleichtert wird

manuelle Andern der Modellansicht (Visualisie-
rung) durch Maustasten und Mausrad: Ande-
rung des Blickwinkels durch Halten der linken
Maustaste und Bewegen der Maus, Anderung
des Zoom-Faktors durch Drehen des Mausra-
des; Symbol (Koordinatensystem) in der linken
unteren Ecke zeigt die Modellausrichtung be-
ziglich der 3 Koordinatenachsen x, vy, z; Aus-
blendung des Symbols ist durch Anklicken des
Werkzeugsymbols ,Koordinatensystem  mit
Auge“ mdglich.

definiertes Andern der Modellansicht durch An-
klicken der Koordinatensymbole in der Werk-
zeugleiste

Darstellen, Konfigurieren und Ausblenden einer
farbigen Legende, die den Wertebereich des
ausgewahlten Datensatzes zeigt: Im Fenster
Properties stehen unter Colering verschiedene
Symbole zur Verfugung.

Anderung der Modellansicht durch Mausnutzung
auch bei schnellen Benutzeranwendungen mog-
lich; Bei aufwandigen Renderaufgaben (bspw.
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bei Volumenrendering) wird beim Drehen der
Ansicht zunachst eine durchsichtige Hille ge-
zeichnet, was deutlich weniger Rechenleistung
bendtigt. Diese wird mit Daten ausgefiillt, sobald
die linke Maustaste wieder losgelassen wird.

» Fenster zur Visualisierung kann mehrfach geteilt
werden (Symbole rechts Uber dem Visualisie-
rungsfenster), so dass gleichzeitig verschiedene
Modellansichten mit unterschiedlichen Visuali-
sierungsparametern erzeugt werden kdénnen.
Der Blickwinkel in den einzelnen Fenstern kann
gleich gehalten oder unterschiedlich gewahit
werden.

* Auswahl der Darstellungsform: z. B. Knoten
(Punkte), Oberflachen (Kenngrofien), Netze
(siehe Bild 3.32)

e uU.s.w.

Fur vertiefende Informationen wird auf das offizielle
Handbuch von ParaView verwiesen.® Grundsatzlich
erfordert die Einarbeitung in ParaView wenig Auf-
wand und kann spielerisch anhand von Beispielen
erfolgen. In Abschnitt 3.3.5 werden anhand eines
Visualisierungsbeispiels ausgewahlte Darstellungs-
mdglichkeiten gezeigt.

3.3.3 Konfiguration geeigneter Datensatze zur
Visualisierung

ParaView erlaubt das Einlesen verschiedener Da-
teiformate. In Abhangigkeit des gewahlten Forma-
tes sind zuséatzliche Informationen hinsichtlich der
Interpretation des Datensatzes notwendig.

Fir die Entwicklung von ConCalc wurde als Uber-
gabedateiformat das VTK-Dateiformat gewahlt. Das
VTK-Dateiformat (Visualization Toolkit Format) ist
ein bevorzugtes Format fir ParaView. Einerseits ist
es sehr komplex, anderseits jedoch auch sehr leis-
tungsfahig.

Eine umfassende Dokumentation zur Verwendung
des VTK-Dateiformates steht in digitale Form frei
zur Verflgung.” Die Originaldokumentation (auch
als VTK-User's Guide bezeichnet) ist als pdf-Datei
verfligbar.8

Der allgemeine Aufbau einer VTK-Datei ist in Bild
3.33 dargestellt. VTK-Dateien bestehen grundsatz-
lich aus funf Teilen, die beliebig erweitert werden

6 https://www.paraview.org/paraview-guide/
7 https://lorensen.github.io/VTKExamples/site/VTKFileFormats/
8 https://vtk.org/wp-content/uploads/2015/04/file-formats.pdf

kénnen. Die einzelnen Teile werden nachfolgend
naher erlautert. Bild 3.35 zeigt den Inhalt einer VTK-
Datei fiir ein zu visualisierendes Minimalbeispiel mit
Kennzeichnung der einzelnen Dateiteile.

» 1. Dateiversion und -kennung; enthalt die einzel-
ne Zeile: # vtk DataFile Version x.x. Diese Zeile
muss genau wie dargestellt formuliert sein, mit
Ausnahme der Versionsnummer x.x., die je nach
VTK-Version variiert.

- Bsp.: ,# vtk DataFile Version 2,0“

* 2. Kopfzeile (Header) besteht aus einer Zeichen-
folge von maximal 256 Zeichen; dient der Be-
schreibung des Datensatzes.

- Bsp.: ,Testausgabe“

» 3. Dateiformat; beschreibt den Typ der Datei,
entweder ASCII oder binar. Festlegung durch
die Angabe einer Zeichenfolge: ASCII oder BI-
NARY erscheinen.

-Bsp.: ,ASCII *

¢ 4. Datensatzstruktur; beschreibt die Geometrie
und die Topologie des Datensatzes; besteht aus
einer Zeile beginnend mit dem Wort DATASET,
gefolgt von einem Wort, das den Typ des Daten-
satzes beschreibt, wodurch die Zusammenset-
zung des Datensatzes definiert wird.

- Bsp.: ,DATASET POLYDATA®(Alternative Typ-
beschreibungen des Datensatzes kdnnen dem
VTK-User's Guide entnommen werden.)

« 5. Beschreibung der Attribute des Datensatzes;
besteht aus einer Zeile beginnend mit dem Wort
POINTS oder CELLS, gefolgt von einer ganzen
Zahl, die die Anzahl der Punkte bzw. Zellen des
Datensatzes angibt.

- Bsp.: ,POINTS 12 float“ (entspricht im Beispiel:
12 Netzknoten mit jeweils drei Koordinatenan-
gaben in x-, y- und z-Richtung im Format float)

Sind die ersten funf Zeilen zur allgemeinen Definiti-
on eines Datensatzes festgelegt, so folgen die tat-
sachlichen Daten. Diese unterteilen sich in die zu
Punkt 5 gehérigen Knotennummern, gefolgt von der
Zuordnung der Knotennummern zu Netzelementen,
gemal Festlegung unter Punkt 4, und die zu visua-
lisierende(n) KenngrolRe(n). Nachfolgend werden
die fir die beiden zuletzt genannten Datensatze
notwendigen Angaben unter Punkt 6 und 7 be-
schrieben.
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Bild 3.33: Aufbau einer VTK-Datei (Auszug aus VTK-User's Guide)

6. Zuordnung von Knotennummern zu Netzele-
menten: eine einleitende Definitionszeile erfor-
derlich, bestehend aus drei Angaben: ,ELE-
MENTGEOMETRIE®, ,Anzahl Elemente®, ,An-
zahl zugehdriger Zahlenwerte in Datei.

Das in ConCalc verwendete Berechnungsnetz
besteht aus Dreieckselementen (vgl. Abschnitt
3.3.5), die Uber sechs statt drei Netzknotenpunk-
te definiert werden. Fir die Visualisierung der
Dreieckselemente in ParaView werden daher
Polygonelemente gewahlt. Die Nummerierung
der Knoten eines Polygonelementes erfolgt fort-
laufend beginnen mit 0 entgegen dem Uhrzei-
gersinn. Die ,Anzahl zugehériger Zahlenwerte in
Datei“ ergibt sich aus der Anzahl der Elemente
multipliziert mit der Knotenanzahl pro Element,
vergrofRert um Eins, da der entsprechende Da-
tensatz ein zusatzlich erste Spalte enthalt, die
Anzahl der sich anschlieRenden Knoteninforma-
tionen angibt.

Bsp: ,POLYGONS 5 35 “ (entspricht im Beispiel:
5 Elementen (Flachen) mit jeweils 6 Knoten, wo-
raus mit 5x(6+1) 35 Einzeldaten folgen)

7. Angaben zu zu visualisierenden Kenngrofien:
drei einleitende Definitionszeilen erforderlich:

- (a) ,Datenart allgemein“ ,Anzahl der Punkte
bzw. Zellen des Datensatzes®, Bsp.: ,POINT _
DATA 12 “ (entspricht im Beispiel: 12 Netzkno-
ten, d. h., 12 Datenzeilen)

- (b) ,Datenart speziell* frei gewahlter Name der
zu visualisierenden Kenngréfe“ ,Anzahl Da-

ten, je Punkte bzw. Zelle des Datensatzes®, Die
Art der Daten wird i. d. R. mit ,SCALARS",
,VECTORS", ,TENSORS*, ,NORMALS",
,TEXTURE COORDINATES", oder FIELD
DATA" definiert.

Bsp.: ,SCALARS Verschiebun_float 3 “ (ent-
spricht im Beispiel: Skalardaten der Kenngrofie
Verschiebung im Format float, wobei jede Da-
tenzeile 3 Verschiebungswerte beinhaltet, wo-
nach jedem Knoten 3 Verschiebungswerte (je-
weils in x-, y- und z-Richtung) im Format float
zuzuordnen sind)

Anmerkung: Sollen Berechnungsdaten fiir eine
weitere Kenngrofle visualisiert werden, so
muss die VTK-Datei einen weiteren Block ver-
gleichbarer Struktur beinhalten. Sollen bei-
spielsweise Spannungen gelistet werden, so
wirde die Definitionszeile fir das betrachtetet
Beispiel ,SCALARS Spannung float 6 “ lauten.
FUr die exakte Beschreibung eines Spannungs-
zustandes werden i. d. R. 6 Spannungskompo-
nenten bendtigt (Normal- und Schubspannun-
gen).

Der ,frei gewahlte Name der zu visualisieren-
den KenngrofRe“ sowie deren richtungsabhan-
gige Komponenten stehen spater in der Werk-
zeugleiste als Auswahl zur Verfiigung (siehe
Beispiel in Abschnitt 3.3.5).

- (c) ,LOOKUP_TABLE “ ,Defnition des Farbrau-
mes des Datensatzes der KenngréRe®, Der Da-
tensatz in einer LOOKUP TABLE wird stan-
dardmaRig mit dem Farbarray rgba [4] (red-
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Bild 3.34: Visualisierung des Inhaltes in einer VTK-Datei, Darstellung fur Minimalbeispiel (vgl. Tabelle in Bild 3.35); links: Kérper
aus 12 Netzknoten, die 5 Elemente (Polygone) definieren, rechts: Oberflachenplott der mittleren Verschiebung

Bild 3.35: Definitionen der Datenséatze in einer VTK-Datei (Minimalbeispiel)

green-blue-alpha) array verknlpft, flir nahere
Ausfuhrungen wird auf den VTK-User's Guide
verwiesen
Bsp: ,LOOKUP_TABLE default” (vordefinierte
werteabhangige Farbkennung ist hier nicht er-
forderlich)

In Bild 3.35 wird fur das den Punkten 1 bis 7 einbe-
zogene Beispiel die zugrundeliegende VTK-Datei
dargestellt. Wird diese Datei in ParaView eingele-

sen, so lassen sich bspw. die Darstellungen in Bild
3.34 erzeugen. Die im linken Bildteil dargestellten
Zahlenwerte entsprechen den tatsachlichen Kno-
tennummern (vgl. Punkt 6).

3.3.4 Umwandlung Berechnungsdaten in VTK-
Format

Die Entwicklung des Finite-Elemente Rechenkerns
von ConCalc ist eng mit der Vernetzung des Be-
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rechnungsmodells (vgl. Abschnitt 3.2) verbunden.
Fir die Vernetzung eines beliebigen Berechnungs-
modells wurden Dreieckelemente gewabhlt, die nicht
nur in den Eckpunkten sondern auch mittig zwi-
schen zwei Eckpunkten einen Netzknoten aufwei-
sen. Jedes Dreieckelement wird somit durch sechs
Netzknoten beschrieben.

Fir die Zuordnung von Knotennummern zu den
sechs Netzknoten eines Dreieckelements stehen
verschiedene Moglichkeiten zur Verfigung. Um
Modell- und Netzdaten oder Berechnungsergebnis-
se, bspw. fiir vergleichende Berechnungen, aus
ConCalc zu exportieren und ohne Umzuformen in
vornehmlich kommerziellen Programmen 6&ffnen
und nutzen zu kénnen, wurde die Knotenkonventi-
on von ABAQUS ibernommen. Diese findet stan-
dardmaRig weitverbreitet Anwendung.

Die Knotenkonvention von ABAQUS sieht eine dis-
kontinuierliche Knotennummerierung vor. Bei Drei-
eckelementen werden zunachst die drei Eckpunkte
und dann die dazwischenliegenden Knoten mit ei-
ner Knotennummer versehen. Da diese Art der
Knotennummerierung von der von ParaView gefor-
derten Nummerierung abweicht, miissen vor der Vi-
sualisierung von Berechnungsergebnissen mit Pa-
raView die urspringlichen Knotendatendaten ange-
passt werden. Dies erfolgt Uber eine automatisierte
Umbenennung exportierter Knotennummern. Fur
nahere Ausflihrungen hierzu wird auf den entspre-
chenden Quellcodeteil von ConCalc verwiesen. Bild
3.36 zeigt die unterschiedliche Nummerierung der
Netzknoten von Dreieckelementen gemal AB-
AQUS und ParaView.

3.3.5 Beispielszenario

Nachfolgend werden anhand eines Berechnungs-
beispiels fir eine Betonkonstruktion die Ergebnisse
der Visualisierung mittels ParaView gezeigt.

Bild 3.37 zeigt zunachst die GauBpunkte des Be-
rechnungsmodells. Die Lage der Gaul3punkte ent-
spricht den Knotenpunkten des Berechnungsnet-
zes. Das mit GMSH fiir das Beispielmodell gene-
rierte Netz ist in Bild 3.38 dargestellt. Durch die in-
telligente Vernetzung wird das Netz im Bereich der
Lasteinleitungsflache automatisch verfeinert. Die
Netzdichte muss so gewahlt bzw. angepasst wer-
den, dass stabile kontinuierliche Berechnungser-
gebnisse erwartet werden konnen. Auftretende
Gradienten, die insbesondere an der Modellober-

16 * 7

Bild 3.36: Nummerierung der Netzknoten von Dreieckelemen-

ten gemaR: links: ABAQUS und rechts: ParaView

Bild 3.37: Darstellung des Berechnungsmodells Gber Gaul-

punkte (Auswahl: Point Gaussian)

Bild 3.38: Darstellung des Berechnungsmodells als Knoten-

netz (Auswahl: Wireframe)

Bild 3.39: Darstellung des Berechnungsmodells als Knoten-

netz kombiniert mit zugeordneten bzw. interpolier-
ten Kennwerten der KenngréRe Verschiebung in
x-Richtung (Auswahl: Surface With Edges)

seite neben der Lasteinleitung auftreten kdnnen,
missen bestmdglich dargestellt werden.

Fir die Bewertung der verwendeten Netzstruktur ist
die Darstellung des Netzes in Kombination mit einer
KenngréRe (BerechnungsgroRe) hilfreich. In Bild
3.39 ist das Berechnungsnetz mit den mittels Finite
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Bild 3.40: Darstellung des Berechnungsmodells als Knoten-
netz kombiniert mit zugeordneten bzw. interpolier-
ten Kennwerten der KenngréRe Verschiebung in x-
Richtung in Uberhohter Darstellung (Auswahl Menu-
symbol: WarpByVector; mit Scale Factor -5000)

Bild 3.41: Darstellung Schnitte durch das Berechnungsmodell
(jeweils mittig) fir die Kennwerte der KenngréRe
Verschiebung in z-Richtung (Auswahl: Slice; Sur-
face)

Bild 3.42: Darstellung Schnitte durch das Berechnungsmodell
(jeweils mittig) fur die Kennwerte der Kenngréle
Verschiebung in z-Richtung mit Darstellung des
Netzes in den Schnittebenen (Auswahl: Slice; Sur-
face With Edges)

a AW

Bild 3.43: Grundprizip der lokalen Extrapolation

Elemente Rechenkern ermittelten Verschiebungs-
werten in z-Richtung dargestellt. Grundsatzlich ist
auch die alleinige Darstellung von Berechnungsgro-
Ren Uber die Auswahl Surface moglich.

Die einzelnen Darstellungsformen kénnen nahezu
beliebig miteinander kombiniert werden.

Es besteht zudem die Mdglichkeit, Berechnungs-
groRen Uberhoht darzustellen. Dies kann vornehm-
lich fur die Darstellung von Verschiebungswerten,
wie bspw. in Bild 3.40, hilfreich sein. Der Uberhé-
hungsfaktor (Scale Factor) kann beliebig variiert
werden.

ParaView bietet auflerdem die Mdéglichkeit, an be-
liebiger Stelle beliebig viele Schnitte zu setzen. Fur
die Darstellung von Schnitten kénnen die gleichen
Optionen ausgewahlt werden wie flir das gesamte
Berechnungsmodell. Fir jede Schnittebene ist se-
parat die Darstellungsform festzulegen. Auf diese
Weise kdnnen unterschiedliche Darstellungsformen
fur verschiedene Schnittebenen in einem Bild kom-
biniert werden. Bild 3.41 zeigt das Ergebnis zweier
mittig angeordneter senkrechter Schnitte durch das
Berechnungsmodell, dargestellt fir die Verschie-
bungswerte in z-Richtung. In Bild 3.42 ist ergan-
zend das im Schnitt vorzufindende Netz dargestellt.

3.4 Extrapolation von Integrations-
punkten auf Knoten

In den RDO-Beton ist die maximale Zugspannung
innerhalb der Betonplatte wichtig, welche Ublicher-
weise in der Randfaser der Struktur auftritt. Die
Spannungen werden jedoch an den Integrations-
punkten (Gausspunkten) berechnet. Um die Ext-
remwerte der Spannungen zu erhalten und visuali-
sieren zu kbnnen, missen diese auf die Knoten ex-
trapoliert werden. Es gibt viele Mdglichkeiten, die
Spannungen von den Gausspunkte auf die Knoten
zu extrapolieren, hier wird das Verfahren nach
ONATE (2009, Kapitel 9.8.2) verwendet

Das Grundprizip wird in Bild 3.43 am Beispiel eines
Quadrats mit vier Gausspunkten dargestellt. Die
Spannungen o liegen an den Gausspunkten i = 1
... 4 vor. Die Spannungen an den Knoten kdnnen

berechnet werden, dyrch
O'knoten(éﬂﬁ = Z UigpNigp(£7"7)'
igp=1 Gl. 3.1
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Dieses Verfahren verwendet die Ublichen Ansatz-
funktionen der Elemente zu Interpolation des Ver-
schiebungsfelds. Deswegen kann ein Groldteil des
existierenden Codes wiederverwendet werden.

3.4.1 Mittelwertbildung von Knotenwerten

Da ein Knoten im Allgemeinen mehrere angrenzen-
de Elemente hat, gibt es auch mehrere Spannungs-
werte, die auf diesen Punkt extrapoliert werden. Zur
Vermeidung von Mehrdeutigkeiten werden die Kno-
tenspannungen o0,,4. von allen benachbarten Ele-
menten aufsummiert und dann gemittelt

nel

1
Onode = § Onode,iel s
nel

iel=1

Gl. 3.2

wobei nel die Anzahl der Elemente ist, die sich ei-
nen Knoten teilen. iel ist die Nummer des benach-
barten Elements. Bei zu grober Vernetzung flhrt
dieses Verfahren zu groRen Fehlern der Knoten-
spannungen. Das sich mit hoherer Vernetzung die
elementweisen Knotenspannunge annahern, redu-
ziert sich der durch die Mittelwertbildung verursach-
te Fehler. Wie Ublich entscheidet eine Konvergenz-
studie Uber den Detailgrad der Vernetzung.

4 Evaluation der Giultigkeit des
Verfahrens der ROD-Beton

In diesem Kapitel wird das Verfahren der RDO-Be-
ton mit FEM Simulationen verglichen und kritisch
bewertet. Die analytischen Ergebnisse der RDO-
Beton werden in Abschnitt 4.1 angegeben. Als Re-
ferenz wird das Dimensionierungsbeispiel der RDO
Beton Entwurfsfassung (2018, Anhang D) herange-
zogen.

In den RDO-Beton werden die einwirkenden Mo-
mente infolge Verkehrsbelastung und Temperatur
berlicksichtigt. Diese zwei verschiedenen Lastfalle
fuhren zu unterschiedlichen Randbedingungen des
Modells.

Das Moment infolge Verkehrsbelastung wird unter
Verwendung von Gleichung 1.13 oder Gleichung
1.14 berechnet, die die Differentialgleichung einer
Platte auf Winklerscher Bettung I6sen. Die Winkler-
sche Bettung geht davon aus, dass die Reaktion
des Fundaments proportional zur Verschiebung der
Platte ist. Diese Annahme ist sinnvoll fur den voll-
stédndigen Kontakt zwischen Platte und Fundament.

Das Moment infolge Temperaturbelastung wird fir
einen positiven Temperaturgradienten (Temperatur
steigt mit der Hohe) berechnet, bei dem der Rand
der Platte nach unten gebogen und die Mitte der
Platte angehoben wird. In diesem Fall stiitzen sich
nur die Rander oder Ecken der Platte auf der Unter-
lage ab. Diese thermische Belastung wird als ein-
fach abgestiitzter Balken oder Platte gemafR El-
SENMANN (1970) abgebildet, siehe Abschnitt
1.1.4.

Die Momente werden mittels Gleichung 1.2 in Span-
nungen umgerechnet, da sich kein Vorteil aus der
Verwendung von Momenten ergibt. Flr die den
RDO-Beton zugrundeliegenden linearen Verlaufe
ist diese Umrechnung exakt.

Zur Verifikation des entwickelten FEM-Codes Con-
Calc wird ABAQUS verwendet. Da die Eingabeda-
teien von ConCalc die Syntax von ABAQUS ver-
wenden ist dies einfach mdglich. In Abschnitt 4.2
werden Vergleichsrechnungen in ConCalc und AB-
AQUS der verschiedenen Lastfalle der RDO-Be-
ton angestellt um die Giiltigkeit zu tberprifen. Im-
plizit werden dadurch eine ganze Reihe von Fea-
tures von ConCalc verifiziert, darunter

» die Parametrierung durch die .json Datei,
« die Vernetzung mittels GMSH,

» die Generierung der FEM-Eingabedateien,
+ die Verifikation des FEM Codes und

» die Visualisierung der FEM Ergebnisse.

4.1 Analytische Referenzlosungen fiir
die Verkehrs- und Temperaturbe-
lastung anhand der RDO Beton

In diesem Abschnitt werden die einwirkenden Gro-
Ren aus Temperatur- und Verkehrsbelastung zu-
nachst getrennt modelliert und anschlieBend zu-
sammengefihrt. Im Unterschied zu den RDO-Beton
kdnnen Temperatur- und Verkehrsbelastung ge-
meinsam modelliert werden.

Als Referenz wird das Dimensionierungsbeispiel
der RDO Beton Entwurfsfassung (2018, Anhang D)
herangezogen, allerdings wird im Zug-Elastizitats-
modul abgewichen und 41.000 MPa anstatt 40.500
MPa verwendet, da letzterer Wert laut RDO Beton
(2009) und aktuellen Entwurfsfassungen nicht gul-
tig ist.
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Die Betondichte, p, wird in den RDO-Beton nicht
verwendet. Sie ist hier jedoch essentiell, da die
Spannungen aus Temperaturbelastung aus dem Ei-
gengewicht der verwdlbten Platte resultieren. Der
Wert wurde der Literatur enthommen (DAVIDS u. a.
2003; EL-MAATY u. a. 2016; Okobaudat 2022; WIL-
LIAM und SHOUKRY 2001).

Die Eingabeparameter aus dem Berechnungsbei-
spiel befinden sich in Tabelle 4.1. Es kommt immer
der Radius der kreisférmigen Ersatzaufstandsfla-
che, r, zum Einsatz; b wirde im vorliegenden Bei-
spiel erst bei hg > 392 mm verwendet.

4.1.1 Spannung aus Verkehrshelastung

Ein Parameter der haufig fir Konfusion sorgt, ist der
Radius der kreisformigen Ersatzaufstandsflache
(RDO Beton Entwurfsfassung 2018, Gleichung 6-9)
- [ o x F™ x 1000 }0’5
Pt X vpK X Kfpk X7
[ 1,6x50x1000 1%°
10,65 x0,92x1xT

Gl. 4.1

= 206,357 mm |,

mit dem Standardkontaktdruck p™ und der umge-
rechneten Verkehrslast Fy = Yg1,7 X Vg2 X YE4 X F
(RDO Beton Entwurfsfassung 2018, Tabelle 5-8).
YE1,z ist der Reifenfaktor, yg, der Faktor der mafige-
benden Radlast und yg4 der Stol3faktor. Dies flhrt
dazu, dass der resultierende Kontaktdruck p‘ = Fg/
mr? nicht mit dem umgerechneten Kontaktdruck p =
Pn % Yer ¥ KFgg (RDO Beton Entwurfsfassung 2018,
Gleichung 6-4) Gbereinstimmt. Die Unterschiede lie-

Parameter Symbol Wert Einheit
Plattenbreite By 4000 mm
Plattenlange | . L | 5000 | mm
Plattendicke | | he | 262 | mm
Zug-Elastizitatsmodul | Eum | 41000 | MPa
Querdehnzahi Beton | ve | 02 | - .
Berechnungsradiast | | Fo | 78280 | N
Radiusderlast | r | 206 | mm
Bettungszahl | K | 012 | MPamm
\Warmeausdehnungszahl |« | 1,21-10°5 | 1K
Temperaturgradient | 5t | 00491 | Kmm
Lagerungsfaktor | - |1 | .
Dibelfakior | mo | 08 | - .
Betondichte | pp | 24-1003 | g/mmd

Tab. 4.1: Parameter des Dimensionierungsbeispiels der RDO
Beton Entwurfsfassung (2018)

gen in ygz,z und yg4. In der FEM werden die umge-
rechnete Verkehrslast F; und der umgerechnete
Radius r verwendet.

Der fiktive Radius

b= (1,6 x r? +h2)* — 0,675 x hg >r Gl. 4.2
berechnet sich zu
b= (1,6 x 206,357% + 262%)* Gl. 4.3

— 0,675 x 262 = 192,98 mm .

Da dieser Wert die Ungleichung 4.2 nicht erfullt wird
b = r= 206,357 mm gesetzt.

Das durch Verkehrsbelastung induzierte Moment
errechnet sich nach Gleichung 1.14 zu

MV,RDOB =1 x 0,8 X 78280 x

854,601
|:O,55 X loglo (m)
oY Gl. 4.4
206,357

854,601
=22079,716 Nmm/mm .

Wobei | wieder die elastische Lange nach Glei-
chung 1.10 darstellt. Als Zahlenwert ergibt sich hier

I — Ectm X hz 025
Y 12(1 — K

B 41000 x 2623\
- 12 % (1-0,2%) x 0,12
= 854,601 mm .

Mit Gleichung 1.2 ergibt sich hieraus die Biegezug-
spannung. Da das einfache Modell keine Modellie-
rung der Verbinder beinhaltet, wird die Beriicksichti-
gung im analytischen Modell durch Division mit mgp
eliminiert und man erhalt

+ 0,1 %

— 0,011}

Gl. 4.5

My rpoB
ov.rpO = —————5—-/0,8
0,167h3 Gl.46
22 1
T R
0,167 x 262

4.1.2 Spannung aus Temperaturbelastung

Die Biegezugspannung aus Temperaturbelastung
wird nach Gleichung 1.17 berechnet. Um die Ergeb-
nisse nach RDO-Beton mit den FEM-Ergebnissen
vergleichen zu kdnnen, werden einige Anpassungs-
faktoren vernachlassigt, diese sind y:y, mr; und
mrs3. Da im Referenzbeispiel allerdings eh mr; und
mr3 zu 1 gewahlt wurden, verbleibt nur der Faktor
zur Berlcksichtigung des langsamen Verformungs-
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aufbaus y.: = 0,67, welcher vernachlassigt wird.
Der einzige notwendige Anpassungsfaktor ist der
zur Berlcksichtigung der Plattengeometrie, myy,
der laut Beispiel zu 0,435 gewahlt wird. Implizit ent-
halt mt, durch die Definition Uber die kritische Lan-
ge allerdings y;or Wieder.

(SThd

00,RDOB = Mr2Ecmar, <

= 0,435 x 41000 x 1,21 - 10> Gl. 4.7
0,0491 x 262
8 2
= 1,39 MPa

Far Platten gréf3er als die kritische Lange werden
der Plattenverhaltnisfaktor my, vernachlassigt und
die Querdehnzahl v, berlcksichtigt. Daraus ergibt
sich

E 6Thd
J@E = Lictm« ~ 1 N
©,RDOB tm Qg 2(1— vp) Gl. 4.8
0,0491 x 262
=41000x 1,21 -107° x ——~—=
x5 XX (1 02)

= 3,99 MPa
4.1.3 Superposition der einwirkenden GréRen

Damit ergibt sich die resultierende gesamte Biege-
zugspannung aus der Summe der zwei einzelnen
Spannungen

OGes,RDOB = OV,RDOB T 00 ,RDOB
= 2,412 + 1,389 = 3,801 MPa

4.2 Gegenseitige Verifikation der
RDO-Beton und ConCalc mit
Unterstiitzung von ABAQUS

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse des einfa-
chen FE-Modells der Fahrbahnplatte mit den zuvor
berechneten analytischen Ldsungen verglichen.
Besondere Aufmerksamkeit muss der Modellierung
der Lagerungsbedingung gewidmet werden. Das
Verfahren der RDO-Beton beinhaltet nur fir die Be-
lastung aus Verkehr nach WESTERGAARD explizit
eine Modellierung der Bettung, vgl. Abschnitt 1.1.4.
Um die Superposition zu umgehen missen daher
Lagerungen gefunden werden, die die Abbildung
von Verkehrs- und Temperaturbelastung gleichzei-
tig erlauben.

ConCalc stellt vier verschiedene Bettungstypen zur
Verfugung. Diese sind die

klassische Winklersche Bettung (W),
» zugfreie Winklersche Bettung (ntW),

» Kontinuumsbettung mit geteilten Knoten (K) so-
wie
* Kontinuumsbettung mit

(KK).

Die verschiedenen Belastungen kdénnen unter-
schiedlich miteinander kombiniert werden werden.
Zunachst wird in Abschnitt 4.2.1 die Verkehrslast (V)
zusammen mit Eigengewicht der Platte (Gravitation
G) auf klassischer Winkler-Bettung untersucht. Die
Berucksichtigung der Gravitation ist in diesem Fall
nicht unbedingt erforderlich, da die Gravitation kei-
ne Auswirkung auf die Biegezugspannungen hat.
Im Allgemeinen muss das Eigengewicht jedoch be-
rcksichtigt werden, insbesondere flihrt der Lastfall
»verkehrslast ohne Schwerkraft“ zu einer Abhebung
der der Last gegentberliegenden Ecke der Platte.
Anhand dieses Beispiels wird eine Konvergenzstu-
die mit unterschiedlichen Elementformulierungen
durchgefiihrt um einen geeigneten Elementtyp und
eine sinnvolle Netzdichte zu identifizieren.

Kontaktformulierung

Im Rahmen einer Konvergenzstudie in Abschnitt
4.2.1 wurde ein Tetrahedernetz mit quadratischen
Ansatzfunktionen (C3D10) gewahlt, weil es einen
guten Kompromiss aus Ergebnisqualitat und Flexi-
bilitat der Vernetzung ermdglicht.

Die Recherchen im Projekt FE 04.0316/2018/ORB
ergaben, dass der Verkehrsbelastung der RDO-Be-
ton ein Vollkreis zugrunde liegt. Eine weitere Ver-
einfachung erfolgt durch das Ersetzen des Kreises
durch ein Quadrat gleicher Flache, um die Vernet-
zung zu verbessern. In Abschnitt 4.2.1 wird gezeigt,
dass eine quadratische Belastungsflache hinsicht-
lich der Biegezugspannungen zu einem Kreis aqui-
valent ist.

Mit den Ergebnissen dieser Untersuchungen wer-
den die anderen Lagerungsarten fur den Lastfall
V+G analysiert. Fiur die Kontinuumsbettung mit Kon-
taktinteraktion wird die Bettungsdicke analog zu
den RDO-Beton zu 1250 mm festgelegt.

Als zweiter Lastfall wird in Abschnitt 4.2.2 die Tem-
peraturbelastung unter Eigengewicht (T+G) unter-
sucht. Fur diesen Lastfall ist die Berlcksichtigung
der Gravitation unumganglich, da nur diese Biege-
zugspannungen induziert und zu einer realistischen
Verformung der Platte flhrt. Die Temperaturbelas-
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Kurzzschreibweise | Definition

HM Halbmodell

w ] Volmodell
e | Einzelplattenmodell
M| Mehrplattenmodell
kK | KontinuumKontakt
k| Kontinuum
wo ] Winkler
| non-tensile Winkler
v o] Verkehrsbelastung
s | Gravitaton
T ] Temperaturbelastung (pos. Gradient)

Tab. 4.2: Zusammenfassung der Kurzschreibweise zur Identi-
fikation der Modellvarianten

tung ohne Schwerkraft fiihrt zu einem spannungs-

freien Zustand der Platte.

Aufgrund der Vielzahl der unterschiedlichen Modell-
varianten wird eine kompakte Kurzschreibweise
eingefiihrt. Ein Einzelplattenmodell wird als (EP) be-
zeichnet. Im Einzelplattenmodell wird kein Einfluss
der benachbarten Platten berticksichtigt. Zur Unter-
suchung des Diibelfaktors wird ein Mehrplattenmo-
dell (MP) mit Verbindern benétigt. Um die Symmet-
rie des Modells zu ausnutzen, kann ein Halbmodell
(HM) gewahlt werden. Dadurch wird die Berech-
nung des Modells beschleunigt da weniger Frei-
heitsgrade auftreten. Falls das nicht gewlinscht ist,
werden ganze Platte generiert wenn das Vollmodell
(VM) gewahlt wird.

4.2.1 FEM-Modell fiir die Verkehrsbelastung
(VG)

Winklersche Bettung

Zunachst wird die Winklersche Bettung verwendet.
Das Modell ist in Bild 4.1 dargestellt. An der Platten-
kante wird ein zum Vollkreis flachenaquivalentes
Quadrat mit einer Kantenlénge von I, = 365 mm und
einer Flachenpressung von P = 0,587 577 MPa auf-
gebracht. Abgesehen von der Form der Lastauf-
standsflache entspricht diese Laststellung der von
WESTERGAARD (1948, Case 3) und ist damit der
Lastfall, der Gleichung 4.6 zugrunde liegt.

Konvergenzstudie

Die Studie wurde mit drei verschiedenen Element-
formulierungen durchgefiihrt:

» 8-Knoten Hexaeder (C3D8),
* 10-Knoten Tetraeder (C3D10) und
* 20-Knoten Hexaeder (C3D20).

Fahrtrichtung

-

y

V.

X

L,/2

Bild 4.1: Skizze der Platte auf Winkler-Bettung mit quadrati-
scher Belastung eines vollstdndigen Reifenabdrucks
am Rand. Die Federn verhindern energiefreie Ver-
schiebungen in z-Richtung. Ein Knoten an der gegen-
Uberliegenden Ecke der Platte wird in der Ebene fi-
xiert: u = v = 0. Zusammen mit der Symmetrierand-
bedingung, u = 0, sind keine Starrkérperverschiebun-
gen in der Ebene moglich.

Bild 4.2: Graph der Konvergenz fiir den Lastfall V-G mit ver-
schiedenen Elementformulierungen

Die Ergebnisse der maximalen Biegezugspannun-
gen aus ABAQUS und ConCalc sind in Bild 4.2 dar-
gestellt. Die Elementformulierungen mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen konvergieren mit steigen-
der Anzahl der Knoten (#nd) deutlich friiher als die
Hexaeder mit linearen Ansatzfunktionen gegen das
analytische Ergebnis.

Aufgrund der guten Konvergenz der C3D10-Ele-
mente und der mit diesen Elementtyp moglichen
Vernetzung komplexer Geometrien wird dieser Typ
im Folgenden verwendet. Obschon bei diesem ein-
fachen Modell ein Hexaeder- oder Hexaeder-domi-
niertes-Netz problemlos moglich ware, bendtigen
komplexere Geometrien, wie sie durch die explizite
Modellierung der Verbinder entstehen, flexiblere
Méoglichkeiten. Dies bietet eine freie Tet-Vernetzung
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ohne Abstriche bei der Ergebnisqualitat. Zahlen-
werte des Konvergenzverhaltens sind in Tabelle 4.3
angegeben.

Auf Basis dieser Ergebnisse wird in den Bereichen
der Belastungsflache und der maximalen Zugspan-
nungen an der Plattenunterseite eine Standard-
Netzdichte mit einer charakteristischen Kantenlan-
ge von 60 mm ausgewahlt. Diese bietet einen guten
Kompromiss aus Ergebnisqualitat und Laufzeit.
Letztere liegt auf einem Laptop mit Intel@ i5-7300U-
CPUbei=2s.

Die mit dieser Netzdichte resultierenden Spannun-
gen aus ABAQUS und ConCalc sind identisch. Das
validiert die C3D10 Elementformulierung und den
Extrapolationsalgorithmus der Spannung in Con-
Calc gegenuber ABAQUS. Die relativen Abwei-

cl #nd #el us o1 044 (C3D20)
120 | 1603 751 0,407 2,407 2,436

80 1967 |949  |0407 |2416 |2434
60 |2341 |1154  |04073 |2422 |2421
40 [3110  [1589  |04075 |2415 |2411
20 |6525 |3614  |04077 |2407 |2408
10 [16.159 |9444  |0d076 |2406 |-
5 |47.886 |20.012 |04075 |2406 |-

Tab. 4.3: Zahlenwerte der Konvergenzstudie V-G. Die Werte
fur das C3D20-Element beziehen sich ausschlieBlich
auf die Spalte cl. Bis auf die letzte Spalte gelten alle
Werte fur das C3D10-Element

chungen der numerischen von der analytischen L&-

sung sind verschwindend gering.

2,422 — 2,412
2,412

Einfluss der Form des Lastabdrucks

EW,abq=EW,cc = x100%=0,42% Gl. 4.10

Als Nachstes wird die Form des belasteten Be-
reichs untersucht. In der urspriinglichen Wester-
gaard-Lésung wird angenommen, dass eine kreis-
formig belastete Flache vorliegt. Da der Kreis im
Bereich des Zusammenlaufens mit der tangentialen
Plattenkante, oder -ecke, durch spitze Winkel zu
stark verzerrten Elementen flhrt (siehe Bild 4.5),
wurde als alternative Lasteinleitungsflache das
Quadrat identischer Grundflache untersucht.

Die kreisformige Flache mit Radius r wird somit in
ein Quadrat mit einer Lange der Kante I; umgewan-
delt, indem dieselbe Flache beibehalten wird:

Bild 4.5: Stark verzerrte Elemente im Bereich von Ecke oder
Kante bei kreisférmiger Lastaufstandsflache

Bild 4.3: Vergleich der Verschiebung in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-W

Bild 4.4: Vergleich der maximale Zugspannung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-W
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7rr2:l2:>lq:r\/7_r. Gl. 4.1
Unter Beibehaltung einer konstanten Reifenlast Fy
aber unter Variation der Grundflache sind in Bild 4.6
unterschiedliche Werte der maximalen ebenen
Spannung aufgetragen. Es kann beobachtet wer-
den, dass eine besser verteilte Last (mit groRerer
Lastflache) eine geringere maximale Spannung
aufweist. Die Ergebnisse der kreisférmigen und
quadratischen Lastflache sind sehr nahe beieinan-
der da die dicke und steife Betonplatte die Lasten
derart umlagert, dass kein Einfluss auf die Biege-
zugspannung an der Plattenunterseite besteht. In
der weiteren Untersuchung kann die quadratische
Lastflache Gbernommen werden, um somit ein bes-
seres Netz zu erhalten.

Non-Tensile Winkler-Bettung

Die zugfreie Version der Winkler-Bettung (non-ten-
sile Winkler) verhalt sich ahnlich wie die klassische
Winkler-Bettung, da sich hier unter Gravitation und
Verkehrsbelastung die gesamte Platte nach unten
bewegt (siehe Bild 4.7). Es findet keine Trennung
zwischen der Platte und der Bettung statt, sodass
die Winkler-Bettung die gesamte Unteroberflache
der Platte stutzt. Der zugfreie Winkler unterscheidet

3 —o— Kreis
= -+ Quadrat
o
=3
g 2
[S]
g
S
1
+
0 500 1,000

charakteristische Lénge
der Lastfliche [mm]
(Radius des Kreises
oder Kantenlénge des

Quadrats)

Bild 4.6: Parameterstudie von Form und GréRe der Lastauf-
standsflache

sich vom klassischen Winkler nur dann, wenn die
Verschiebung der Bodenflache der Platte positiv ist.

Der relative Fehler ist deswegen identisch zur klas-
sischen Winkler-Bettung.

2,422 — 2,412
2,412

EntW,ce = ‘ x 100% = 0,42% Gl. 4.12
Dieses Model steht in keinem den Autoren bekann-
ten FEM-Code und insbesondere nicht in ABAQUS
zur Verfligung.

Kontinuums-Bettung

Bei der Kontinuums-Bettung besteht ein fester Ver-
bund zwischen der Platte und der Unterlage. Die
Knoten an der Grenzflache Platte-Unterlage gelten
fur beide Teile gemeinsam (shared nodes), daher
kann es nicht zu Relativbewegungen zwischen den
Teilen kommen. Die Unterseite der Unterlage ist in
alle drei Richtungen fixiert.

Bislang nicht vorhandene Parameter fiir die Bettung
mit Kontinuum sind der E-Modul, die Querdehnzahl
und die Dicke der Bettung. Die Querdehnzahl hat
nur sehr geringen Einfluss auf die Tragfahigkeit der
Platte, daher wird sie hier zu 0,2 gewahlt. Der E-Mo-
dul spielt jedoch eine wichtige Rolle fiir die Stlitzwir-
kung der Unterlage. Die Parameter fuir Geometrie
und Material, sowie die Randbedingungen der Plat-
te in diesem Abschnitt sind identisch mit dem Mo-
dell in Abschnitt 4.2.1. Der Unterschied besteht in
der Art der Bettung. Ein Block mit der gleichen Lan-
ge und Breite wie die Platte wird angenommen. Der
E-Modul der Bettung wird gemafR® der RDO Beton
Entwurfsfassung (2018, Gleichung 6-7) gewahit.

_ Ev2
1250
= 1250 x 0,12 = 150 MPa .

= Evp = 1250K Gl. 4.13

Damit ist der Modul der Bettung viel kleiner als der
der Betonplatte. In Gleichung 4.13 soll die Bet-
tungszahl proportional zum E-Modul des Funda-
ments sein. In der Realitat soll der Reaktionsdruck

Bild 4.7: Die Verschiebung in z-Richtung und Spannung in X Richtung in ConCalc, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-ntW
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unter der Annahme von Winkler proportional zur
Verschiebung sein, wie

_ T P N gy Gl. 4.14
e u/hf mm? ’
wahrend die Bettungszahl K definiert ist als
P N Gl. 4.15
umm3 ’

ohne Beriicksichtigung der Querdehnzahl. Der Ein-
fluss der Dicke des Fundaments, hy, wird in der em-
pirischen Formel der RDO-Beton mit 1250 mm an-
genommen.

Die Ergebnisse der Kontinuumsbettung mit gemein-
samen Knoten sind in Bild 4.8 und Bild 4.9 darge-
stellt.

In Bezug auf die Verschiebung in z-Richtung (uz aus
ABAQUS und Displacement z aus ConCalc) stim-
men die Ergebnisse von ConCalc und ABAQUS
Uberein.

Die maximale Zugspannung unterscheidet sich je-
doch zwischen den beiden Programmen. Der relati-
ve Fehler der Spannung ist in Gleichung 4.16 und
Gleichung 4.17 zu finden.

Parameter Symbol Wert Einheit
E-Modul Bettung Ef 150 MPa
‘Quehrdehnzahl Bettung | i 02 | -
Bettungsdichte of 1,3-103| —E5

Tab. 4.4: Erweiterter Parametersatz des Dimensionierungsbei-
spiels fir die Kontinuums-Bettung

3,326 — 2,412
€K,(1bq - W‘ X 100% = 37,89% Gl 416
2,732 — 2,412

Dieser Unterschied tritt im vorliegenden Beispiel nur
an der Grenzflache auf, an anderen Orten sind die
Spannungen von ABAQUS und ConCalc nahe-
rungsweise identisch, siehe etwa o,in in Bild 4.9.

Vermutlich ist dies auf den Algorithmus zur Berech-
nung der Spannungen an den Knoten zurlickzufiih-
ren. Eine vergrofRerte Darstellung im Bereich der
Grenzflache ist in Bild 4.10 zu finden.

Der Postprocessingcode extrapoliert zunachst die
Spannung von den Gauf3punkten zu den Element-
knoten, dann wird der Mittelwert Uber die benach-
barten Elemente gebildet. ConCalc unterscheidet
hier zwischen benachbarten Teilen, die verschiede-
ne Materialparameter besetzen. Die Spannungs-
verteilung ist deshalb identisch wie ABAQUS.

Kontinuums-Bettung mit Kontakt

Die Modellvariante Kontinuumsbettung mit Kontakt-
interaktion stellt die aufwandigste dar, sowohl was
Komplexitat und Implementierungsaufwand, als
auch Laufzeit angeht. Die Kontaktmodellierung wird
in Abschnitt 2.4 detailliert vorgestellt. Eine Kontakt-
bedingung von Oberflache zu Oberflache (engl.
Surface to Surface, oder kurz STS) wird zwischen
der Unterseite (Sekundar-Flache) der Platte und
der Oberseite (Primar-Flache) des Fundaments de-
finiert. Um ein grofke Uberschneidung der kontaktie-

Bild 4.8: Vergleich der Verschiebungen in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-K

Bild 4.9: Vergleich der maximalen Zugspannungn in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-K
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renden Kontinua zu vermeiden, wird ein Strafpara-
meter gy gewahlt, siehe Tabelle 4.5.

Wie in Abschnitt 2.4 gezeigt wurde, verwenden
ConCalc und ABAQUS die gleiche Eingabedatei,
aber die dahinter stehenden Algorithmen sind un-

Bild 4.10: Vergleich der extrapolierten Spannungen an der
Grenzflache zwischen Platte und Unterlage in Con-
Calc (links) und ABAQUS (rechts), mit .json Einstel-
lung: HM-EP-VG-c3d10-K

Parameter Symbol Wert Einheit
Penalty number & 1e5 -
Large Penetration LPtrigger true -
Estimated pressure PMEO 0.6 MPa
Convergence tolerance tol 1e-3 -

Tab. 4.5: Einstellungen der Kontaktcode in ConCalc

terschiedlich, die Ergebnisse unterscheiden sich
daher im Allgemeinen geringfiigig. Die Parametrie-
rung der Kontakt-Interaktion ist wie in Tabelle 4.5
angegeben erfolgt.

Die Projektion und das Pairing der Mortar-Elemente
fur eine gegebene Vernetzung missen nur einmal
zu Beginn der Berechnung durchgeflhrt werden.
Die Mortar-Elemente kdnnen bei verschiedenen
Last- und Materialkombinationen wiederverwendet
werden, wenn die Vernetzung gleich bleibt. Dies
hilft, Zeit fur die Kontaktberechnung zu sparen. Die-
ser Pairing-Algorithmus ist immer noch nicht opti-
mal, und er kostet viel Zeit fir das Preprocessing. In
ABAQUS ist dieser Projektions- und Pairing-Pro-
zess effektiver als ConCalc.

Zunachst ist die Verschiebung von ABAQUS und
ConCalc in Bild 4.11 zu sehen. Der Unterschied
zwischen ABAQUS und ConCalc ist nicht allzu
grol3. Das bedeutet, dass der Kontaktcode in der
Lage ist, mit gréReren und komplexeren Modellen
umzugehen als mit dem einfachen akademischen
Beispiel aus Abschnitt 2.4.

Nach dem Postprocessing wird die Spannung des
Kontaktmodells in Bild 4.12 visualisiert. Die maxi-
male Biegezugspannung von ConCalc ist nah an
der von ABAQUS.

Im Vergleich zu den RDO-Ergebnissen werden die
relativen Fehler der maximalen Zugspannung von
ABAQUS und ConCalc in Gleichung 4.18 und Glei-
chung 4.19 berechnet. Diese Ergebnisse bestati-

Bild 4.11: Vergleich der Verschiebung in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-KK

Bild 4.12: Vergleich der maximalen Zugspannung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-KK
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gen die Anwendbarkeit der Kontaktinteraktion fur
die Simulation von Bettungen unter Verkehrslast.

2,280 — 2,412

EKK,abg = W x 100% = 5,47% Gl. 4.18
2,339 — 2,412

EKK,cc = ’;)T‘ x 100% = 3,03% Gl. 4.19

Fazit

Die Kontinuumsbettung eignet sich nicht besonders
gut zur Reproduktion der Belastung aus Verkehr
der RDO-Beton. Mit allen anderen Bettungsmodel-
len ist es mdglich das analytische Ergebnis sehr
prazise nachzubilden.

Die Bettungsmodelle Kontinuum mit Kontakt und
(non-tensile) Winkler-Bettung kdnnen in Bezug auf
die Biegezugspannung als gleichwertig angesehen
werden. Fir beliebige Komponenten des Span-
nungstensors an beliebigen Orten der Betonplatte
gilt dies jedoch nicht. Hier unterscheiden sich die
Ergebnisse zwischen den Bettungsmodellen teil-
weise deutlich.

Die (non-tensile) Winkler-Bettung kann die Ergeb-
nisse der RDO-Beton am besten abbilden. Vermut-
lich liegt das daran, dass die RDO-Beton ebenfalls
die zugrundeliegende Westergaard-Losung ver-
wendet. Die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse
von ConCalc mit denen von ABAQUS verifiziert die
implementierten Algorithmen.

4.2.2 FEM-Modell fiir die Temperaturbelastung
(TG)

Der zweite im Fokus stehende Lastfall ist der des
linearen positiven Temperaturgradienten zusam-
men mit Eigengewicht. In diesem Fall wolbt sich die
Mitte der Platte nach oben. Der Referenzwert nach
den RDO-Beton kann in Gleichung 4.7 gefunden
werden. Wie bei der Verkehrslast wird die klassi-
sche Winkler-Bettung zuerst diskutiert.

Winklersche Bettung

Bild 4.13 und Bild 4.14 zeigen die Verformung und
den entsprechenden Spannungszustand der Platte
auf einem Winkler-Fundament. Die Ergebnisse von
ConCalc und Abaqus sind identisch, was einmal
mehr die Winkler-Formulierung in ConCalc besta-
tigt.

Die Spannungen sind jedoch nicht mit dem RDO-
Beispiel kompatibel. Zumindest ein Teil der Abwei-
chung lasst sich auf die aus der klassischen Winkler-
Bettung resultierende vertikale Zugspannung zu-
rickfiihren. Aus diesem Grund ist Winkler-Bettung
nicht geeignet zur Modellierung der thermischen
Belastung. Um die Zugspannung zu vermeiden,
braucht man ein besseres Modell der Unterlage,
welches keine Zugspannungen erzeugt, wenn die
Platte abgehoben wird, die Platte aber in aufliegen-
den Bereichen unterstitzt.

3,544 — 1,389

EWiabg = 1,389

’ x 100% = 155,15% Gl. 4.20

Bild 4.13: Vergleich der Verschiebungen in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-W

Bild 4.14: Vergleich der maximalen Zugspannungen in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-W
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3,544 — 1,389
1,389

EW,ce =

‘ x 100% = 155,15% Gl. 4.21

Non-Tensile Winkler-Bettung

Als Nachstes werden die Ergebnisse der zugfreien
Winkler-Bettung in Bild 4.15 gezeigt. Diesmal ist die
maximale Zugspannung an der Unterseite der Plat-
te viel geringer als bei der klassischen Winkler-Bet-
tung. In der FEM-Berechnung wird die Verbindung
zwischen der Platte und dem Fundament nach je-
der Iteration aktualisiert. Wenn die Verschiebung
der Knoten an der Unterseite der Platte positiv ist,
wird die Bettungszahl K auf Null zuriickgesetzt, so
dass keine Zug- oder Druckspannungen erzeugt
werden. Der relative Fehler (Gleichung 4.22) der
maximalen Zugspannung gegenlber der analyti-
schen Ldsung ist daher kleiner als mit der klassi-
schen Winkler-Bettung.

1,458 — 1,389

EntWice = 1,389

‘ x 100% = 4,97% Gl. 4.22

Kontinuums-Bettung

Bei der Kontinuumsbettung sind die Ergebnisse
noch weniger realistisch als bei der klassischen
Winkler-Bettung. Die geteilten Knoten verhindern
das Aufwoélben und erhéhen die maximale Zug-
spannung. Wie in Bild 4.16 gezeigt, werden Ver-
schiebungen der Platte nicht nur in vertikaler Rich-
tung, sondern auch in horizontaler Richtung behin-
dert. Die Unterseite der Platte neigt bei einer nega-
tiven Temperaturdifferenz dazu, in horizontaler

Richtung zu schrumpfen. Die gemeinsamen Knoten
leisten dagegen jedoch Widerstand. Dies fuhrt zu
einer zusatzlichen Zugspannung an der Unterseite
der Platte, die sogar grofier ist als die Zugspannung
oberhalb der kritischen Lange in 3D nach Gleichung
4.8.

Die Verteilung der Verschiebung von ConCalc ist
identisch mit der von ABAQUS. Die Verteilung der
Spannung hat nur einen kleinen Unterschied zwi-
schen ConCalc und ABAQUS. Das Postprocessing
von ConCalc wird deshalb durch ABAQUS verifiziert.

5,141 — 1,389

EK,abg = W’ x 100% = 270,12% Gl. 4.23
3,886 — 1,389

EK,cc = ’881T97‘ x 100% = 179,77% Gl.4.24

Kontinuums-Bettung mit Kontakt

Die Ergebnisse des Kontinuumsfundaments mit
Kontaktinteraktion sind in Bild 4.19 dargestellt. Je
nach Parametrierung des Kontaktalgorithmus sind
die Ergebnisse unterschiedlich. Um konsistent zu
sein, bleiben die Einstellungen die gleichen wie flr
den Lastfall V-G. Diese Einstellungen werden als
Standardeinstellungen fiir die Kontaktbettung ver-
wendet. Fur andere Kontaktmodelle sind fortge-
schrittene Kenntnisse in der Kontaktmechanik er-
forderlich. Fur weitere Informationen kann sich der
Benutzer von ConCalc auch an Abschnitt 2.4 wen-
den. Die Mitte der Platte ist von der Kontinuumsbet-
tung getrennt, so dass hier keine zusatzlichen Zug-

Bild 4.15: Die maximale Zugspannung in x-Richtung und Verschiebung in z-Richtung in ConCalc, mit .json Einstellung: HM-EP-

TG-c3d10-ntW

Bild 4.16: Vergleich der Verschiebungen in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-K
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Bild 4.17: Vergleich der maximalen Zugspannungen in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-K

Bild 4.18: Vergleich der Verschiebungen in z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-KK

Bild 4.19: Vergleich der maximalen Zugspannungen in ConCalc und ABAQUS, mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-KK

spannungen entstehen. Der Zwang in horizontaler
Richtung kann ebenfalls vermieden werden, wenn
die Option ,frictionless” aktiviert ist. Die Verschie-
bungen aus ABAQUS und ConCalc liegen in der
gleichen GréRenordnung.

Im Vergleich zur Referenzlésung sind die maxima-
len Zugspannungen aus beiden Programmen et-
was groRer, aber akzeptabel (Gleichung 4.25 und
Gleichung 4.26).

1,505 — 1,389
EKK,abqg = 'W’ x 100% = 8,35% Gl. 4.25
1,476 — 1
EKK,cc = ’M‘ X 100% = 6,26% Gl. 4.26

1,389

4.2.3 FEM-Modell fiir die kombinierte Belas-
tung (VTG))

Gemall den RDO-Beton werden die einwirkenden
Momente oder die gleichwertigen Spannungen ad-
diert. Diese Superposition kann bei Verwendung der

Bild 4.20: Die Biegezugspannungen in ConCalc, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VTG-c3d10-ntW

FEM entfallen, da alle Lastfalle gleichzeitig in einem
Modell abgebildet werden. Aufgrund der schlechten
Eignung der klassischen Winkler-Bettung und der
Bettung mit geteilten Knoten werden diese beiden
Bettungsmodelle im Folgenden nicht mehr behan-
delt.

Non-Tensile Winkler-Bettung

Die zugdfreie Winkler-Bettung eignet sich besser als
die klassische Winkler-Bettung, da sie die Trennung
der Platte simulieren kann. Die maximale Zugspan-
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Bild 4.21: Vergleich der maximalen Zugspannungen in ConCalc, mit .json Einstellung: HM-EP-VTG-c3d10-KK

nung ist gréfRer als die Summe der Einzelspannun-
gen aus den Lastfallen V-G und T-G.

4,819 — 3,801
3,801

EntW,cc =

‘ x 100% = 26,782% Gl. 4.27

Kontinuums-Bettung mit Kontakt

Ahnliche Ergebnisse kénnen auch bei einer Konti-
nuumsbettung mit Kontaktinteraktion beobachtet
werden (Bild 4.21). Die Verkehrslast fuhrt zu einer
maximalen Zugspannung an der Kante, wahrend
der positive Temperaturgradient zu einer aufge-
wolbten Konfiguration fuhrt. Die gemeinsame Wir-
kung des Temperaturgradienten und der Verkehrs-
last ist grof3er als die einfache Summe der Span-
nungen.

4,633 — 3,801
=" 1 =21 I.4.2
EKK,abq 3.801 ‘ x 100% = 21,889% G 8
4,620 — 3,801
exrcon — | 2020 = 38011 00% = 21.547% Gl. 4.29
: 3,801
4.2.4 Fazit

In Tabelle 4.6 werden die Ergebnisse der Evaluati-
onsrechnungen zusammengefasst.

Auffallig ist das, dass die klassische und die zug-
freie Winkler-Bettung bei Verkehrsbelastung extrem
gut funktionieren. Dies liegt daran, dass die Annah-
men auf denen die Westergaardsche Ldsung ba-
siert, exakt modelliert werden. Die gegenuber der
originalen Westergaard-Losung bericksichtigte
Gravitation verandert die maximalen Biegezug-
spannungen nicht. Unter der Kombination von Ver-
kehrsbelastung und Gravitation verhalten sich die
klassische Winkler-Bettung und die zugfreie
Winkler-Bettung identisch, da keine positive Ver-
schiebung entsteht. Die Verwendung eines Kon-
takt-Modells flhrt ebenfalls zu ahnlichen Ergebnis-
sen, nicht geeignet hingegen ist die Verwendung
eines Modell mit geteilten Knoten.

Last 0,40 [MPa] | Unterlage €abq €cc

VG 2,403 K 37,89 % 13,27 %
KK | 547% | 303%
ow | 042% | 042%
Conw | - 042%

TG 1,389 K 270,12 % | 179,77 %

KK 8,35 % 6,26 %

W [ 15515% | 155,15%
Conw | - | 497 %

VTG 3,801 KK 2189% | 22,55%
Conw | - | 2678%

Tab. 4.6: Zusammenfassung der Evaluationsrechnungen

Unter Temperaturbelastung zeigt sich eindeutig,
dass die Modellierung der Bettung die Trennung der
Platte von der Unterlage beherrschen kdbnnen muss.
Die Verwendung der klassischen Winkler-Bettung
oder von geteilten Knoten flhrt zu unrealistischen
Ergebnissen, weshalb diese beiden Bettungsmo-
delle nicht verwendet werden sollten, sobald eine
inhomogene Temperaturbelastung anliegt.

Auffalligerweise sind die Abweichungen zwischen
den Ergebnissen der FEM und der RDO-Beton fir
den Lastfall V-T-G deutlich grof3er als bei den iso-
lierten Berechnungen. Dies stellt die Gultigkeit der
Superposition infrage.

Im Bauingenieurwesen ist es ublich Spannungen
aus verschiedenen Lasten nach dem Prinzip der
Superposition zu addieren. Dieses Prinzip ist je-
doch nur anwendbar, wenn sich das vorliegende
System linear verhalt. Bei nichtlinearen Systemen
kann das Prinzip der Superposition nicht mehr an-
gewendet werden. Die Nichtlinearitat einer Struktur
kann verschiedene Ursachen haben, die aus dem
Materialverhalten, der Geometrie oder den Rand-
bedingungen stammen konnen.

Die auf der Unterlage liegende Betonplatte ist von
der Nichtlinearitat der Randbedingungen betroffen.
Im Lastfall V-G ist die Platte in vollem Kontakt mit
der Bettung. Im Lastfall T-G ist die Platte jedoch nur
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teilweise in Kontakt mit der Bettung, weshalb sich
hier eine Abweichung zur Annahme von Wester-
gaard der vollstandig elastisch gestutzten Platte er-
gibt. Der Bereich der Platte, in dem die Verkehrslast
angreift, liegt nicht auf, weshalb der Anteil der Span-
nung aus Verkehrslast an der Gesamtspannung hoé-
her ausfallt als in der Westergaard-Ldsung.

Weiterhin sind die Positionen der maximalen Zug-
spannung in beiden Lastfallen unterschiedlich. Im
Lastfall V-G liegt die maximale Zugspannung am
Rand der Platte, direkt unter der Verkehrslast. Im
Lastfall T-G liegt die maximale Zugspannung infolge
Eigengewicht in der Mitte der Unterseite der Platte.

4.3 Untersuchung des Diibelfaktors

In den RDO Beton (2009, Gleichung 6-2) wird der
Dubelfaktor myp bei der Berechnung des Moments
aus Verkehrsbelastung bericksichtigt. Das aus
Westergaards analytischer Ldsung resultierende
Moment flir die unverbundene Einzelplatte wird
durch die Multiplikation mit dem Dibelfaktor auf ein
Mehrplattensystem angepasst, siehe auch Glei-
chung 1.14. Es handelt sich um einen Faktor der
pauschal viele Einflisse beinhaltet, u. a.

« die Anzahl der Dibel und/oder Anker,
« die Starke der Verkehrsbelastung sowie die
» Positionierung der Verkehrsbelastung.

In ConCalc kénnen diese Einflussfaktoren dadurch
explizit berlcksichtigt werden, dass

» die freie Positionierung der Verkehrsbelastung
und

» die Modellierung des Mehrplattensystems mit
Ankern und/oder Dlbeln mdglich ist.

Die mpp werden in RDO Beton (2009, Tabelle 3.4) je
nach Verkehrsbelastung in zwei Kategorien unter-
teilt:

+ B<0,8-106und
« B>0,8"106.

Nach RDO Beton (2009, Abschnitt 4.6) verringert
sich die Querkraftibertragung mit steigenden Last-
wechselzahlen da die Rissverzahnung sich mit der
Zeit abnutzt. Die Rissverzahnung wird nicht in Con-
Calc modelliert, deswegen wird hier ausschlielich
die Kategorie B > 0,8 - 106 ber{cksichtigt und zu-
satzlich vereinfachend davon ausgegangen, dass

Art der Querkraftiibertragung Querfuge Langsfuge
Querfuge ohne Diibel und Langs-

1,0 1,0
fuge ohne Anker
Querfuge mit Dubeln und Langs-

0,7 1,0
fuge ohne Anker
Querfuge ohne Diibel und Langs-

; 1,0 0,8

fuge mit Ankern
Querfuge mit Dibeln und Langs- 07 0.8
fuge mit Ankern

Tab. 4.7: Referenzdlbelfaktoren fir B > 0,8 - 106 aus den RDO
Beton (2009, Tabelle 4.4)

Parameter | Wert Einheit | Beschreibung

Durchmesser der Dubel (TL

dp 25 mm] | Beton StB)

dj, 500 [mm] | Dubellange (TL Beton StB)
Abstand zwischen zwei DU-

dg 250-500 | [mml | o\ (ZTV-Beton StB 2007)

d, 8-15 [-] Anzahl der Dubel

20 (mm] Durchmesser der Anker (TL

ap Beton StB)

a, 800 [mm] | Ankerlange (TL Beton StB)
Abstand zwischen zwei An-

ag | 250-500 | fmml |\ o (ZTV-Beton StB 2007)

an 5 [-] Anzahl der Anker

fB 5 [mm] | Fugenbreite

Tab. 4.8: Parameter von Dibeln und Ankern

bei diesen Lastwechselzahlen keine Lastlbertra-
gung durch Verzahnung und/oder Reibung stattfin-
det. Demnach sind die Dlibelfaktoren nach Tabelle
4.7 anzusetzen. Dort ist zu sehen, dass flr die Fuge
immer nur dann die einwirkende Belastung redu-
ziert wird, wenn dort auch Verbinder vorhanden
sind. Eine verdibelte Querfuge hat keinen Einfluss
auf den Nachweis an der Langsfuge und umge-
kehrt.

Die Ausfiihrung und Anordnung der Dibel und An-
ker wird nach den ZTV Beton-StB (2007, Abschnitt
3.1.4.2) und den TL Beton-StB (2007, Abschnitt
2.6.1) gewahlt. Die in den ZTV Beton-StB (2007,
Abschnitt 3.1.4.2) enthaltene Forderung, dass fur
die veralteten Bauklassen SV, |, Il und lll 5 Anker
pro Platte in der Langsfuge gilt sinngeman fir alle
Beanspruchungen mit B > 0,8 - 106. Flr die Model-
lierung wird vereinfachend von einer vollstandig
durchgehenden Fugenbreite von 5 mm ausgegangen.
Der Zahlenwert entspricht ungefahr der Kerbbreite.
Geometrisch handelt es sich also eher um eine
Raumfuge, als um eine Scheinfuge. Die geomet-
risch und mechanisch akkurate Abbildung von
Scheinfugen ist nicht Gegenstand des vorliegenden
Projekts.
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Die Berechnung der Anzahl der Dibel ergibt sich
wie folgt. Die Plattendimensionen werden wieder
nach Tabelle 4.1 gewahlt. Fir stark belastete Fahr-
streifen gilt die maximale Anzahl der Diibel

nNp max = (b - 2dS)/dE,min +1
= (4000 — 2 x 250)/250 + 1 = 15,

Gl. 4.30

wahrend fur schwach belastete Fahrstreifen lediglich

ND min = (b - 2dS)/db,maz +1
— (4000 — 2 x 250)/500 + 1 = 8

Gl. 4.31

Dubel verwendet werden mussen. Im Folgenden
wird die Reproduzierbarkeit der Dibelfaktoren nach
Tabelle 4.7 mithilfe von ConCalc analysiert. Die DU-
bel werden dabei gleichmaRig verteilt. Eine inhomo-
gene Verteilung, wie sie in den Bereichen A und B,
von Bild 4.22 zu sehen ist, erfolgt nicht.

he Bil
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Bild 4.22: Anordnung der Fugen mit beispielhafter Dubelver-
teilung (ZTV Beton-StB 2007, Bild 7)

4.3.1 Auswertung der Diibelfaktoren fiir die
Langsfuge

In diesem Lastfall liegt die quadratische Lastflache
an der Mitte einer Langskante. Da nur die Verkehrs-
belastung bericksichtigt wird ist die klassische
Winklerbettung ausreichend. Es werden 1, 2 und
4-Plattenmodelle untersucht, diese sind in Bild 4.23
abgebildet.

Das erste Modell ist eine Einzelbetonplatte unter
Verkehrsbelastung ohne Dibel und Anker und ent-
spricht damit dem Einplattenmodell, siehe Bild
4.24a. Die Spannung konvergiert zu 2,416 MPa,
vergleiche das Halbmodell in Abschnitt 4.2.1 und
dient damit als Referenzwert fir die weiteren Mo-
delle mit Dibeln und Ankern. Das zweite Modell ist
das Zweiplattenmodell in Langsrichtung, siehe Bild
4.24b. Diese zwei Platten werden in diesem Fall mit
8 Dubeln gekoppelt. Hier ist zu bemerken, dass die
Netze von Dibeln und die Platten gemeinsame
Knoten besitzen und daher keine Relativbewegun-
gen oder gesonderte Grenzflachenmodellierungen
zwischen Stahl und Beton zum Einsatz kommen. In
der Realitat sind Verschiebungen der Platten in
Langsrichtung maoglich; eine Simulation dieses
Ubertragungsverhalten ist sehr aufwandig. Das drit-
te Modell ist das Zweiplattenmodell in Querrichtung,
siehe Bild 4.24c. Die Platten werden durch Anker

Bild 4.23: Verschiedene Plattensysteme zur Analyse des Dibelfaktors fiir den Lastfall an der Langsfuge
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verbunden. Die Randbedingungen sind ahnlich wie
fir das Zweiplattenmodell mit Dibeln. Ein festge-
haltener Punkt garantiert die Nichtsingularitat der
Steifigkeitsmatrix, und gleichzeitig die freie Bewe-
gung in der Querrichtung. Das letzte Modell ist ein
Vierplattenmodell, das gleichzeitig Uber verdibelte
Querfugen und verankerte Langsfugen verfugt. Die
Ergebnisse werden in den nachfolgenden Tabellen
zusammengefasst.

2-Platten-Modell mit Verdiibelung

Dieses Modell entspricht dem in Bild 4.24b gezeig-
ten. Nach den RDO-Beton haben die Dlbel keinen
Einfluss auf die Langsfuge, weil sie weit von der
Verkehrsbelastung entfernt sind und daher nicht zur
Lastlbertragung beitragen kénnen. Die FEM-Ana-
lysen unterstitzen diese Aussage, siehe Tabelle
4.9. Variiert die Anzahl der Dibel von 5 bis 15, ver-
andert sich kaum die maximale Zugspannung unter
Verkehrsbelastung.

2-Platten-Modell mit Verankerung

Dieses Modell entspricht dem in Bild 4.24c gezeig-
ten. Nach den RDO-Beton betragt der Dubelfaktor
in diesem Fall mpp = 0,8. In Tabelle 4.10 ist zu se-
hen, dass eine den Anforderungen der ZTV Beton-
StB (2007, Abschnitt 3.1.4.2) entsprechende Anzahl
von 5 Ankern zu einer recht exakten Reproduktion
des Dubelfaktors fuhrt. Allerdings weist ein zuséatz-
lich untersuchter, nicht regelwerkskonformer, Fall
von 6 Ankern héhere maximale Biegezugspannun-
gen auf. Der Grund dafur ist, dass sich bei einer un-

Verbinderverteilung o41[MPa] myp
d0a0* 2,41 1
dsa0 | 238 | 099
960 | 239 | 099
d8a0 | 240 | 1
d1520 | 241 | 1
* Diese Abkurzung bedeutet Einplattenmodell mit 0 Diibeln
und 0 Ankern. D. h. die erste Zahl stellt die Anzahl der DU-
bel, und die zweite die Anzahl der Anker dar.

Tab. 4.9: Die aus ConCalc-Berechnungen entstandenen maxi-
malen Zugspannungen an der Unterkante der Beton-
platte und die Dubelfaktoren beim Modell mit Diibeln
und Verkehrsbelastung an der Langsfuge.

Verbinderverteilung o4[MPa] Mmyp
d0a0 2,41 1

a5 | 190 | 079
ds6 | 200 | 086

Tab. 4.10: Die aus ConCalc-Berechnungen entstandenen ma-
ximalen Zugspannungen an der Unterkante der Be-
tonplatte und die Dibelfaktoren beim Modell mit An-
kern und Verkehrsbelastung an der Langsfuge.

geraden Anzahl von Ankern ein Anker in der Mitte
der Plattenkante und damit direkt unterhalb der
Lastaufstandsflache befindet. Deswegen vermin-
dert sich die Zugspannung mehr als beim Modell
mit gerader Anzahl der Anker. Es ist zu vermuten,
dass dieses Phanomen auch bei einer auf3ermitti-
gen Platzierung der Lastaufstandsflache, also eben
nicht direkt Uber einem Anker, auftritt.

4-Platten-Modell mit Diibeln und Ankern

Dieses Modell entspricht dem in Bild 4.24d gezeig-
ten. Der Nachweis an der Langsfuge mit Dibeln
und Ankern ist ahnlich zu den vorherigen Modellen.
Die Berechnung eines 4-Platten-Modells mit Du-
beln und Ankern dauert sehr lange, weil die Anzahl
der Freiheitsgrade stark steigt. Deswegen wird nur
eine Beispielrechnung mit 8 Dubel und 5 Ankern
durchgefiihrt. Den vorherigen Untersuchungen des
Dubelfaktors entsprechend haben die Dibel so gut
wie keine Auswirkungen fir den Nachweis an der
Langsfuge. Nur die Anker sind wichtig. Die maxima-
le Zugspannung unter der Verkehrsbelastung an
der Unterkante betragt 1,93 MPa. Im Vergleich dazu
ist die maximale Zugspannung bei dem Zweiplat-
tenmodell 1,91 MPa. Diese Werte sind fast iden-
tisch. Daher ist ein fur den Lastfall Mitte Plattenkan-
te ein Zweiplattenmodell ausreichend, um den DU-
belfaktor zu untersuchen.

4.3.2 Auswertung der Diibelfaktoren fiir die
Querfuge

Wie beim Nachweis an der Langsfuge, werden
auch far den Nachweis an der Querfuge 4 Modelle
erstellt, siehe Bild 4.24. Das Einplattenmodell ohne
Dubel und Anker dient wieder als Referenzmodell,
hier betragt die maximale Zugspannung
011 = 2,38 MPa und ist damit unwesentlich gerin-
ger als an der Langsfuge.

2-Platten-Modell mit Verankerung

Die berechneten Diibelfaktoren fir den Nachweis
Querfuge mit Ankern und ohne Dibel werden in Ta-
belle 4.11 aufgelistet. Davon ausgehend spielen die
Anker keine Rolle fiir die Lastlbertragung in der
Querfuge, da diese zu weit entfernt sind. Die Dibel-
faktoren sind ndherungsweise 1. Diese Berechnun-
gen mit ConCalc sind konsistent mit den Dubelfak-
toren der RDO Beton (2009).

2-Platten-Modell mit Verdiibelung

An der Querfuge sind die Dubel fir die Querkraft-
Ubertragung entscheidend. In Tabelle 4.12 ist zu se-
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Verbinderverteilung o441[MPa] Myp
doa0 2,38 1
doa5 2,36 0,99

Tab. 4.11: Die aus ConCalc Berechnungen entstandenen maxi-
malen Zugspannungen an der Unterkante der Be-
tonplatte und die Dibelfaktoren beim Modell mit An-
kern und Verkehrsbelastung an der Querfuge

Verbinderverteilung o4[MPa] Mmyp
doa0 2,38 1

90 | 183 | 077
dts€0 | 146 | 061

Tab. 4.12: Die aus ConCalc Berechnungen entstandenen maxi-
malen Zugspannungen an der Unterkante der Be-
tonplatte und die Dibelfaktoren beim Modell mit
Diibeln und Verkehrsbelastung an der Querfuge

hen, dass die maximale Zugspannung mit zuneh-
mender Anzahl der Dibel sinkt. Es ergibt sich, dass
die Dubelfaktoren fir den Nachweis an der Querfu-
ge von der Anzahl der Dibel abhangig sind. Der
pauschale Wert aus den RDO Beton (2009) ist nicht
allgemeingiiltig fiir verschiedene Dibelanordnun-
gen.

4-Platten-Modell mit Diibeln und Ankern

Das Vierplattenmodell mit 8 Dibeln und 5 Anker er-
zeugt eine maximale Zugspannung von 1,84 MPa
auf der Unterseite der Betonplatte direkt unter der
Verkehrsbelastung. Es ist quasi identisch mit dem

Bild 4.24: Verschiedene Plattensysteme zur Analyse des Dubelfaktors fur den Lastfall an der Querfuge

Modell mit 8 Dibeln und ohne Anker (1,83 MPa).
Diese Berechnungen unterstitzen die Annahme
der RDO Beton (2009), dass die Diibelfaktoren fur
den Nachweis an der Querfuge mit oder ohne Anker
identisch sind.

5 Parameterstudie

Um zu analysieren, ob die im vorigen Abschnitt fest-
gestellten Unterschiede und Gemeinsamkeiten Ein-
zelfalle oder systematisch sind, werden in diesem
Abschnitt Parameterstudien der Einzelplatte auf
ntW-Bettung durchgefihrt. Flr die zwolf in Tabelle
5.1 angegebenen Parametersatze wird die Dicke
jeweils von 200 mm bis 300 mm in Schritten von 25
mm variiert. Parametersatz 3 entspricht dem Bei-
spiel aus Abschnitt 4.1.

5.1 Veranderter Faktor fiir den langsa-
men Verformungsaufbau

Wie in Abschnitt 4.1.2 angegeben wurde der Faktor
fir den langsamen Verformungsaufbau, yi: zu-
nachst deaktiviert. Die von den RDO-Beton abwei-
chende Wahl von y;,: = 1,0 soll einen fairen Ver-
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gleich zwischen den RDO-Beton und der FEM in-
nerhalb der Giiltigkeit linearer Elastizitat ermaogli-
chen. Andernfalls musste der Beton viskoelastisch
modelliert werden. Im Gegensatz zum Dimensionie-
rungsbeispiel aus Abschnitt 5.1.2 ist y;,; damit auch
im Faktor zur Anpassung an die Plattengeometrie,
mry, deaktiviert.

5.1.1 Temperaturbelastung

Die Ergebnisse der reinen Temperaturbelastung
sind in Bild 5.1 dargestellt. Die Ubereinstimmung ist
im Allgemeinen schlecht, insbesondere fir grofl3e
Platten (Parametersatze 1-3 und 7-9). Eine akzep-
table Ubereinstimmung ergibt sich lediglich fir klei-
ne Platten auf weicher Bettung (Parametersatze
10-12).

5.1.2 Verkehrsbelastung

In Bild 5.2 ist zu sehen, dass die Ergebnisse fiir die
reine Verkehrsbelastung mittels RDO-Beton und
mittels FEM sehr gut zusammenpassen. Leichte
Abweichungen ergeben sich fur kleine, Platten auf
weicher Bettung (Parametersatze 9-12) und auch
dort nur fur relativ dicke Platten. Fur die Dimensio-
nierung sind die Unterschiede zwischen RDO-Be-
ton und FEM als unkritisch anzusehen.

Diese Ergebnisse unterstreichen die Feststellung
von IOANNIDES u. a. (1984) und IOANNIDES u. a.
(1985), dass zwischen den Spannungen, die mittels
Gleichung 1.13 und FEM ermittelt wurden eine ex-
zellente Ubereinstimmung herrscht.

Variante | E-Modul | Plattenbreite | Plattenlénge Bettungszahl
[GPa] [mm] [mm] mm3
1 37 4000 5000 0,12
””” 2 | 39 | 4000 | s000 | 012
””” 3 | 41 | 4000 | 5000 | 012
””” 4 | 37 | 3000 | 4000 | 0096
””” 5 | 39 | 3000 | 4000 | 0096
””” 6 | 41 | 3000 | 4000 | 0096
””” 7 | 37 | 4000 | s000 | 0072
””” 8 | 39 | 4000 | 5000 | 0072
””” 9 | 41 | 4000 | s000 | 0072
0 | 37 | 3000 | - 4000 | 0048
S| 39 | 3000 | - 4000 | 0048
12 41 3000 4000 0,048

Tab. 5.1: Zwoélf innerhalb der Studie untersuchte Parametersat-
ze. Die Uibrigen Parameter entsprechen Tabelle 4.1.
Die Dicke wird von 200 mm bis 300 mm in Schritten
von 25 mm variiert

Bild 5.1:  Ergebnisse der Parameterstudie fiir die Temperatur-
beanspruchung

Bild 5.2:  Ergebnisse der Parameterstudie fur die Verkehrsbe-
anspruchung

Bild 5.3:  Ergebnisse der Parameterstudie fiir die Verkehrs-

und Temperaturbeanspruchung

5.1.3 Verkehrs- und Temperaturbelastung

Die Ergebnisse fir die kombinierte Verkehrs- und
Temperaturbelastung sind in Bild 5.3 dargestellt.
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Insgesamt ergeben sich deutliche Unterschiede in
den Ergebnissen gemalt RDO-Beton und mittels
FEM. Es fallt auf, dass die Ergebnisse mittels FEM
auler fir kleine Platten auf weicher Bettung (Para-
metersatze 9-12) fir alle untersuchten Dicken tber
denen mittels RDO-Beton liegen.

5.2 Original-Faktor fir den langsamen
Verformungsaufbau

Zur Uberpriifung, ob sich bei Verwendung des durch
die RDO-Beton vorgesehenen Wertes von y;,:= 0,67
wesentlich andere Resultate ergeben, sind die Tem-
peratur- und die kombinierte Belastung in Bild 5.4
nochmal mittels RDO-Beton berechnet worden. Die
FEM-Ergebnisse sind unverandert, ebenso die ein-
wirkende der Verkehrsbelastung gemalt RDO-Be-
ton. Die einwirkende Temperaturbelastung geman
RDO-Beton fallt immer 1 niedriger aus.

Bild 5.4:  Ergebnisse der Parameterstudie bei y; = 0,67

Die Gegenuberstellung zwischen analytischen und
numerischen Ergebnissen ist in Bild 5.4a darge-
stellt. Im Vergleich mit Bild 5.1 zeigt sich, dass hier
die Ubereinstimmung insbesondere fiir groRe Plat-
ten (Parametersatze 1-3 und 7-9) besser ausfallt
als fir kleine Platten.

In Bild 5.4b ist zu sehen, dass die Gesamteinwir-
kung mittels FEM fur die meisten untersuchten Falle
auch hier deutlich tber der Gesamteinwirkung mit-
tels RDO-Beton liegt, die Unterschiede sind jedoch
geringer.

6 Projektionsbasierte Modell-
reduktion

Wie in Abschnitt 7.2 besprochen, muss eine Integ-
ration Uber Feldparameter durchgefiihrt werden um
ein probabilistisches Dimensionierungsverfahren
einer Stralle zu erstellen. Dabei gibt es verschiede-
ne Methoden, um die Integration durchzufiihren,
z. B. die Monte Carlo Methode oder numerische In-
tegration. Die Genauigkeit der beiden Methoden
hangt von der Anzahl der ausgewahlten Berech-
nungen ab. Jede Berechnung bendtigt einen Satz
deterministischer Parameter, um mit den Verfahren
der RDO-Beton oder der FEM die Verformungen
bzw. die Spannung zu ermitteln. Die Anzahl der Be-
rechnungen und damit die Laufzeit erhoht sich
durch die Probabilistik drastisch. Im Vergleich zur
analytischen Lésung der RDO-Beton, kann die FEM
mehr Einflisse beriicksichtigen, allerdings liegt die
Laufzeit der FEM um Gréf3enordnungen uber der
von Implementierungen der RDO-Beton. Das ana-
lytische Verfahren, wie es in FE 04.0316 implemen-
tiert wurde bendtigt ca. 0,2 s, wahrend die FEM eine
1-2 stellige Anzahl an Sekunden braucht. Beide
Werte wurden auf einem System mit Intel i3-7100-
CPU und 12 GB Arbeitsspeicher ermittelt. Da die
Probabilistik zu einer Vielzahl an notwendigen Be-
rechnungen fihrt, ist es wiinschenswert den Re-
chenaufwand zu reduzieren. Daher wird eine Mo-
dellreduktion durchgefiihrt, welche Laufzeit ein-
spart, aber die Genauigkeit beibehalt.

Die grundlegende Idee basiert auf der Reduktion
des zu I6senden Gleichungssystems durch eine Ab-
bildung auf einen Unterraum des Gesamtsystems.
Das Ziel ist es das niedrigstdimensionale Glei-
chungssystem zu I6sen, dass das mallgebende
Verhalten des unreduzierten Systems abbildet. Auf-
grund der geforderten Allgemeingultigkeit soll das
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Verfahren unabhangig von dem konkreten mecha-
nischen Problem sein. Es existieren verschiedene
Maéglichkeiten die Abbildungsmatrix zu definieren.

Eine der altesten Varianten stellt die Wahl der Ba-
sis aus Eigenmoden des Systems dar. In Kombi-
nation mit Substrukturierung ist die modale Basis
unter dem Namen Component Mode Synthesis in
der Strukturdynamik weit verbreitet, siehe de
KLERK u. a. (2008) fir eine Ubersicht. Dazu z&hlt
unter anderem das bekannte Verfahren von CRAIG
und BAMPTON (1968). Im linearen Fall hat diese
Variante den enormen Vorteil, dass die Reduktion
auf eine Diagonalmatrix fuhrt, was zu einer enor-
men Reduktion des Lésungsaufwands fihrt. Im
nichtlinearen Fall missen die Eigenmoden aller-
dings in jedem Inkrementsschritt aktualisiert wer-
den. Die wiederholte Lésung des Eigenwertprob-
lems macht die Wahl der modalen Basis fur nicht-
lineare Berechnungen unattraktivn (RADERMA-
CHER und REESE 2011).

Eine weitere Mdglichkeit die Abbildungsmatrix zu
definieren, stellen sogenannte Ritz-Vektoren dar
(KRYSL u. a. 2001; WILSON 1985). Ritz-Vektoren
kénnen ohne die Ldsung eines Eigenwertproblems
definiert werden, allerdings ist der erste Ritz-Vektor
im Allgemeinen der Verschiebungsvektor der qua-
sistatischen Losung, was das Verfahren ebenfalls
ausschlief3t.

Die bei weitem erfolgreichste Methode zur Definiti-
on der Abbildungsmatrix stellt die sogenannte Pro-
per Orthogonal Decomposition (POD) dar. Die
POD, auch Karhunen-Loeve-Transformation ge-
nannt, wurde unabhangig von mehreren Wissen-
schaftlern aus verschiedenen Disziplinen vorge-
schlagen, darunter KARHUNEN (1947) und LOEVE
(1946). Wenn sie auf ein Problem endlicher Dimen-
sion beschrankt ist und nach einigen Termen abge-
schnitten wird, entspricht die POD der Hauptkom-
ponentenanalyse (PCA) (PEARSON 1901) und
(HOTELLING 1933). Die Methode erscheint in der
Literatur in den verschiedensten Formen und ist je
nach Anwendungsbereich unter anderen Namen
bekannt, namlich PCA in der statistischen Literatur,
empirische orthogonale Funktion in der Ozeanogra-
phie und Meteorologie und Faktorenanalyse in Psy-
chologie und Wirtschaft. Fur eine Auflésung der Zu-
sammenhange und Unterschiede wird auf KER-
SCHEN u. a. (2004) und die darin enthaltenen Re-
ferenzen verwiesen.

Unter den genannten Methoden zur projektionsba-
sierten Modellreduktion wird die POD fiir die Imple-
mentierung in diesem Projekt ausgewahlt. Die
POD-Basen haben im Vergleich zu modalen oder
Ritz-Basen den Vorteil, dass sie bei einer Erhdhung
der Lasten oder nichtlinearen Problemen nicht ge-
andert werden mussen. Dieser Vorteil spart Re-
chenzeit. Die Trennung der Basis-Berechnung und
des Lésens der FEM wird als ,split of online and off-
line stages” bezeichnet.

Im Folgenden wird zuerst das prinzipielle Vorgehen
der POD erlautert. AnschlieRend werden Rechen-
beispiele mit linearer Winklerscher Bettung betrach-
tet. Danach wird nichtlineares Verhalten der Unter-
lage wie non-tensile Winkler und Kontakt in Be-
tracht gezogen. Die Ergebnisse zeigen, dass die
POD sowohl im linearen als auch im nichtlinearem
Fall Rechenzeit in der online Phase sparen kann.

6.1 Nomenklatur der POD-Methode

Vor der Diskussion der Modellreduktion wird auf ei-
nige Begriffe und Zusammenhange naher einge-
gangen.

Die FEM-Berechnung wird im Prinzip in 3 Schritte
unterteilt, siehe die Schleife in Algorithmus 2:

* Assemblierung der Steifigkeitsmatrix,
Zeilen 4 bis 11,

* Ld&sung des Gleichungssystems, Zeile 12,
+ Uberpriifung der Konvergenz, Zeilen 13-15.

Im ersten Schritt, der Assemblierung, wird eine
Schleife Uber alle Elemente ausgefihrt, um die An-
teile der Elementsteifigkeitsmatrizen zur globalen
Steifigkeitsmatrix zusammenzubauen. Im Gegen-
satz zum linearen Problem, bei dem die Element-
steifigkeitsmatrix nur einmal berechnet wird, muss
die Elementsteifigkeitsmatrix bei nichtlinearen Pro-
blemen im Allgemeinen in jedem Schritt neu aufge-
stellt werden, um quadratische Konvergenzrate zu
erreichen. Modellreduktion alleine kann dieses Ver-
fahren nicht beschleunigen.

Der zweite Schritt, die Lésung des linearen Glei-
chungssystems, ist meistens der zeitaufwandigste
Teil (> 50 % nach JARZEBSKI u. a. (2015) und
LJUNGKVIST (2015)). Die POD ist besonders ge-
eignet fir diese Phase, da sie die GroRe des Glei-
chungssystems stark reduzieren kann.
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Der dritte Schritt besteht aus der Priifung der Kon-
vergenz anhand eines oder mehrerer Kriterien nach
jeder Lésung des Gleichungssystems. Ublich sind
das Verschiebungs-, Kraft-/Residuum- oder Ener-
giekriterium. Das Verschiebungskriterium bendtigt
eine zusatzliche lteration, wahrend fir das Residu-
um- und Energiekriterium direkt nach der Berech-
nung des Verschiebungsinkrements die Konver-
genz Uberprift werden kann.

Im Folgenden wird der Zeitaufwand dieser 3 Schrit-
te im Code separat gemessen. Die Effizienz der
Modellreduktion wird flr lineare und nichtlineare
Probleme bewertet. Das Potenzial der Modellreduk-
tion wird durch den Speedup bewertet, in diesem
Fall ist das der Quotient der Referenzrechenzeit
ohne Modellreduktion und der Rechenzeit mit Mo-
dellreduktion. Je kleiner n, desto effizienter ist die
Modellreduktion.

Tvoll,nr Gl. 6.1

B TMOR,(q)nr ,

wobei die Gesamtzeit der jeweiligen Methode
durch die Summe der Zeiten zum Assemblieren
und Losen besteht

Tvernop = Tamernop + Tsmetnop + Temernon- Gl 6.2

Der Fehler, den die POD gegenliber einer unredu-
zierten LOsung einfiihrt, wird wie folgt berechnet

o HU'POD - u()f‘ﬂine”

roD — Gl. 6.3
||uofﬁine”

6.1.1 Zeit fiir Assemblierung

Dieser Anteil der Berechnungszeit umfasst die Be-
rechnung der globalen Steifigkeitsmatrix. Bei nicht-
linearen Problemen wird beim Standard Newton-
Raphson Verfahren die Steifigkeitsmatrix in jeder
Iteration erneut berechnet, siehe auch Algorithmus
2, Modellreduktion, wie POD, kann diesen Anteil
nicht beschleunigen. Eine Mdglichkeit fir die Be-
schleunigung dieser Phase ware die sogenannte
Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM),
welche allerdings nicht Gegenstand des For-
schungsvorhabens ist.

Um im nichtlinearen Fall die Assemblierung zu be-
schleunigen, kann die quasi-Newton-Raphson-Me-
thode (siehe Algorithmus 3) verwendet werden, die
die tangentiale Steifigkeitmatrix K; Uber mehrere
NR-Iterationen beibehalt. Als Nachteil ergibt sich
der Verlust der quadratischen Konvergenzrate. Je

input : Geometrie, Material, Randbedingung, tol
output : Verschiebung, Spannung und Verzerrung

niter = 0;
forceNorm = 1000tol
while forceNorm>tol do
niter — niter+1;
Globale Steifigkeitsmatrix:
K = globalStiffness(Geometrie, Material);
Interne Kraftvektor:
if nit == 1 then
| forceInt = globalResidual()
end
Residuum: b = forceExt-forcelnt;
Verschiebung: du = K \ b;
Verschiebung aktualisieren: u = u+du;
Residuum aktualisieren: b;
forceNorm iiberpriifen;

© W N AW N =

I S T
B W N = O

=
=

16 |lend

Algorithmus 2 Newton-Raphson Iteration in ConCalc

input : Geometrie, Material, Randbedingung, tol
output : Verschiebung, Spannung und Verzerrung

niter = 0;
forceNorm = 1000tol
while forceNorm>tol do
niter = niter+1;
Globale Steifigkeitsmatrix und interne Kraftvektor:
if nit == 1 then

forcelnt = globalResidual();

K0 = globalStiffness();
end
Residuum: b = forceExt-forcelnt;
Verschiebung: du = KO \ b;
Verschiebung aktualisieren: u = u—du;
Residuum aktualisieren: b;
forceNorm {iberpriifen;

© e NG ks W N =

=R = e
w N = O

fuy
-

15 |lend

Algorithmus 3 Quasi-Newton-Raphson lteration in ConCalc

starker die Nichtlinearitat des Problems, desto star-
ker wiegt dieser Nachteil.

6.1.2 Zeit fiir die Lésung

Die LOésung des linearen Gleichungssystem wird in
MatLab durch den Backslash-Operator reprasen-
tiert. Dahinter steckt ein hoch optimierter Loser (DA-
VIS 2006). Die diinnbetzte Matrix wird ausgenutzt,
um Arbeitsspeicher und Rechenzeit zu sparen. Mo-
dellreduktion kann diese Phase weiter beschleuni-
gen, indem sie die Grolte des Gleichungssystems
stark reduziert.
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6.1.3 Zeit fir Konvergenziiberprifung

Insbesonders mit der QNR-Methode dauert die Be-
rechnung des Residuums langer als die Assemblie-
rungsphase, da die initiale Steifigkeitsmatrix nur in
erster Iteration berechnet wird. Daher ist es notwen-
dig die Rechenzeit zur Uberpriifung des Konver-
genz separat zu bestimmen.

In ConCalc wird zunachst die bisherige Verschie-
bung durch das Inkrement aktualisiert. Dann wird
das Residuum unter neuer Konfiguration berech-
net. Damit wird letztendlich die Norm der Kraft (force
norm) uUberprift. In mancher FEM-Software wird
diese Phase mit der Assemblierungsphase kombi-
niert, da sowohl die Steifigkeitsmatrix als auch der
Residuumsvektor eine Schleife Uber alle Elemente
bendtigt. Durch die Trennung der Berechnungen
von K und b wird das Residuum nach der Lésung
des Gleichungssystems erneut berechnet.

6.1.4 Abkiirzungen

Abkiirzung | Definition

nr Newton-Raphson Iteration

agr | Quasi-Newton-Raphson lteration
ful | Vollmodell
pod | Modelireduktion mit Standard POD
da | Modelireduktion mit POD-Variante

Direct Assemby
v o] Verkehrsbelastung
] Pos. Temperaturgradient
g | Gravitaon
w o] Winklerbettung
nwo | non-tensile Winklerbettung
k] Kontinuum
K | Kontinuum mit Kontakt-Interaktion
| Zeitfir die Assemblierung
| Zeit fiir die Lésung der linearen Gleichungs-
systems

. | Zeitfir Konvergenzcheck
T, | Gesamte Zeit fir eine lteraton
ndof | Anzahl der Freiheitsgrade
nstep | Anzahl der Belastungsschrite
d | Anzahl der Singularwerte
nmode | Anzahl der verwendeten Moden

Tab. 6.1: Abkiirzungen fir die POD

6.2 Proper Orthogonal Decomposition
(POD)

Die Lésung

einer FEM-Berechnung liegt ublicher-

weise als Matrix der Verschiebungen U € [Rndofxnstep

vor. Diese Matrix einer einzigen Berechnung wird im
Folgenden Schnappschuss-Matrix genannt. Hierbei
ist ndof die Anzahl der Freiheitsgrade (degrees of
freedom) und nstep die Anzahl der Schritte, in de-
nen die Belastung in der Simulation aufgebracht
wird. Die grundlegende Idee der projektionbasier-
ten Modellreduktion besteht darin die Losungsmat-
rix U durch eine Matrix raumlicher Basen ¥(x) und
zufalliger Zeitkoeffizienten Ueq(t) zu approximie-
ren:

U(x,t) ~ U(x,t) = ¥ (x)U,.q(t) - Gl. 6.4
Eine Ubersicht (iber die im Folgenden verwendeten
Abkirzungen kann man in Tabelle 6.1 finden.

Bei der Wahl einer angemessenen Basen-Matrix ¥
hat die Schnappschusssmatrix der Verschiebungen
U(x, t) den Rang d < min {ndof, nstep}. Der rdumli-
che Teil ¥(x) wird als zeitunabhangig angenommen,
daher kann er aus einem Satz schon bekannter
Verschiebungsvektoren bestimmt werden. Aufgrund
der angenommenen Zeitunabhangigkeit der
Schnappschiisse ist es wichtig, den richtigen Satz
von Basen zu finden. POD benutzt einen Satz Ba-
sen aus der Proper Orthogonal Decomposition (wo-
bei YW = |, mit I der Einheitsmatrix) um die Anna-
herung der realen Situation der FEM zu erreichen
und dabei die Anzahl an Unbekannten massiv zu
reduzieren. Wie von RADERMACHER (2015) be-
richtet wird, Uberzeugt die POD vor allem im Hin-
blick auf die Zeitunabhangigkeit im Vergleich zu an-
deren Basen. Die Basen der POD kommen eigent-
lich aus einem Optimierungsproblem, bei dem die
POD-Basen [Y; . . . Ynmode] benutzt werden um die
Schnappschisse [uy, . . . upstep] Wiederherzustellen.
Das Optimierungsproblem kann mathematisch wie
folgt ausgedriickt werden:
nmode nstep

fE) = > ‘(uj:%)nandof g

i=1 j=
mit e’ ¥ = I,

Gl. 6.5

Dabei ist (,) das Skalarprodukt der beiden Vekto-
ren. Je groRer das Skalarprodukt ist, umso besser
approximieren die Basen die eigentlichen Schnapp-
schusse u;. Weil in f () die Basen voneinander ent-
koppelt sind, kann f ({p) (weiter vereinfacht werden:
nstep _ 9

> ‘(uj’ i) gndor |
j=1

mit(¢h;, 1) = 1,

Dieses Optimierungsproblem kann mithilfe von Lag-
range Multiplikatoren gel6st werden:

flhi) = Gl. 6.6
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2

L(Yi, A) = ‘(u i) pndor /\1‘(<'(;Z','l/~)i>mndof —-1)
j=1
nstep /ndof 2 ndof
- (z w) (z v - 1)
j=1 \k=1
nstep | ndof ndof ndof
= Z Z ujk'l/Jlk +2 Z Z U]k'(//’zku]ﬂ/}ll
j=1 k=1 k=1 I=1
————
k#l

ndof
+ N\ (Z vE — 1)
k=1

Dabei ist A; der Lagrange Multiplikator. Fir jede
Komponente von i wird eine partielle Integration
Uber L durchgefiihrt, um das Maximum der Funkti-
on zu finden.

Gl. 6.7

or nstep ndof
o Z QUfkwik +2 Z wjrsi | + 2N
w =1 =1
J < 6.8
k#£l

nstep ndof

=2 Z Z wipii + 20 = 0
J=1 =1
Die Bedingung fur einen Extremwert —k =0 hangt
mit dem Eigenwert-Problem (EVP) zusammen

UU ey, — \; = 0. Gl. 6.9

Um dieses Eigenwert-Problem I6sen zu kdnnen,
wird eine Singularwertzerlegung (singular value de-
compostion: SVD) von U durchgefihrt. Sei

Uy =9,38T Gl. 6.10

die SVD von U, bei der Wy = [Yu1, - . » Yundof]
€ Rndofndof ynd @ = [@1, ..., @nstep] € Rstepxnstep
orthogonale Matrizen sind. Es gilt

Gl. 6.11

" =1, 90" =1.

Die W Matrix ist eine quadratische Matrix in der Gro-
Re der Anzahl der Freiheitsgrade ndof. Die physika-
lische Interpretation ist die der Moden, die die Basis
des Verschiebugsfeldes ausmachen, deswegen
wird sie Basenmatrix benannt. Die POD Basen wer-
den daher aus dieser Basenmatrix enthommen. Die
@ Matrix ist auch eine quadratische Matrix in der
GroRe der Anzahl der Pseudo - Zeitschritte. ® wird
im Folgenden POD Verfahren nicht verwendet.

D
Die Matrix £ € R™" hat die Form {0} wobei D =
diag(oy, ..., 04) aus den Singularwerten o; = 0, > .
..= 04 = 0 besteht und O die Nullmatrix ist.

Nun werden wir beweisen, dass die Vektoren ; die
optimalen Basen fiir das Losen des Eigenwert-Pro-
blems aus Gleichung 6.9 sind. Setzen wir die Er-
gebnisse der SVD in Gleichung 6.9 ein und nehmen
Yy = Y; (das Subskript u ignorierend) an, kommen
wir auf

UL W — N
= U e — A

In Gleichung 6.12 ist WZ2WT 1); die Eigenwertzerle-
gung der quadratischen Matrix UUT. Deswegen ist
A; = o2und Wi = Wigparee. D. h. der Basenvektor aus
der Singularwertzerlegung der Schnappschussmat-
rix U ist identisch mit dem Eigenvektor der quadrati-
schen Matrix UUT aus dem Optimierungsproblem.
Dieser Vektor 1; wird Basenvektor benannt.

Gl. 6.12

Da nun die richtige Basis 1; und der dazugehdrige
Eigenwert };, bzw. Singularwert o; bestimmt wurden,
kann mit dem Optimierungsproblem weitergemacht
und der Fehler dessen gefunden werden.

nstep
= 3wy, ¥i)gnaos [* = pTUUTp;

7=l Gl.6.13
= \ip] ahi = N

Das bedeutet, dass die Summe der Projektionen
der Schnappschisse u; auf die Basis ; der dazu-
gehorige Eigenwert 2; ist. Ein Schatzungsfehler
nach VOLKWEIN (2013) der POD-Methode ist des-
wegen

Z:Lmlode )\
TE

Die in D absteigend sortiert enthaltenen Eigenwerte
werden sehr schnell kleiner, deswegen ist nur der
Beitrag der ersten Eigenmoden zur Lésung des re-
duzierten Problems relevant.

epop =1— Gl. 6.14

6.3 Implementierung der POD in

ConCalc

Die erste Phase der POD ist die Bildung eines ge-
eigneten Satz von Schnappschissen. Diese
Schnappschuss-Matrix kann vorab durch eine Be-
rechnung (RADERMACHER 2015), ein Experiment
oder eine Messung (BAMER u. a. 2017) gebildet
werden. Diese Phase wird auch offline-Phase ge-
nannt. In diesem Projekt stammen die Schnapp-
schusse aus FEM-Berechnungen. Haufig ist es not-
wendig Randbedingungen schrittweise aufzubrin-
gen um eine konvergierte Losung zu erhalten. Dies
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ist bei nichtlinearen Problemen meist der Fall. Die-
ser Fall ist in Bild 6.1 dargestellt. Die Losungen der
Zwischenschritte (frames) stellen die einzelnen
Schnappschiisse dar und werden zur Bildung der
Schnappschussmatrix Us = [uy,....Upgep] € R NStP
verwendet.

Daraus kénnen anschlieffend mittels der SVD wie
in Gleichung 6.10 die charakteristischen Moden be-
stimmt werden. Das ist schematisch in Bild 6.2 dar-
gestellt.

Nachdem die Basen berechnet wurden, kénnen die
unbekannten Knotenverschiebungen bestimmt wer-
den, indem diese kombiniert werden (siehe Glei-
chung 6.16, Bild 6.3, Algorithmus Algorithmus 4,
Zeile 12 und Algorithmus Algorithmus 5, Zeile 12).
Daraufhin wird die Anzahl der Unbekannten von
ndof auf nmode reduziert. Um das Ldsen eines li-
nearen Gleichungssystem zu beschleunigen kann
die Modellreduktion in das Newton-Raphson-Ver-
fahren eingesetzt werden, wie in Algorithmus 5 ge-
zeigt wird. Beide Seiten der Matrix-Gleichung wer-
den mit der Basen-Matrix multipliziert, um die Sym-
metrie der Steifigkeitsmatrix zu bewahren, wie in
Gleichung 6.15 bis Gleichung 6.18 gezeigt wird.

T J
v G(\IlUred’i)—l—
p Gl.6.15
Gred(Ured,i)
T J J —
v K(lIIUred,i)‘I’AUred,i—H =0
KTred (Ui‘ed,i)
BC’s Us= {uy, up, us, ..., Upgpep}
1 23 .
Vorberechnung SVD
R —

9~
» o
<
S

Material

Geometrie Quasi-statische Belastung

Bild 6.1: Vorberechnung der Schnappschisse (offline Phase)

Dominante m Singulérwerte
N ]
\\ S~

nmode Base saved offline N
—
nstep
X

nstep
nstep

x| nstep |*

Matrix der
Pseudo-
Zeitschritte @

/ \\I /

ndof X nstep

N
ndof X ndof

Basenmatrix ¥

Matrix X der Singuldrwerte

Bild 6.2: SVD der Schnappschuss-Matrix

j j j Gl. 6.16
U{”edviﬂ - Uied,i + ‘I’AUJred,iH
1Grea (Ul g )l < tol Gl. 6.17
iit+1 Gl. 6.18

In diesem Forschungsvorhaben wird die POD nach
RADERMACHER (2015) in zwei Varianten imple-
mentiert.

6.3.1 Standard POD

Die erste Variante heilt Standard-POD und wird im
Folgenden kurz als POD benannt. Die Standard-
POD wird in den Newton-Raphson Algorithmus (Al-
gorithmus 2) integriert, so dass sich der Algorithmus
Algorithmus 4 ergibt. Darin sind die Zeilen 12-13 die
Hauptteile der POD. Es entspricht der Gleichung
6.15 Hier wird K wie in der normalen FEM berech-

input : Geometrie, Material, Randbedingung, tol
output : Verschiebung, Spannung und Verzerrung

1 |Precomputation: Ug = Algorithmus Algorithmus 2
2|SVD: U; = ¢, 23T

3 |while forceNorm >tol do

4 niter = niter+1;

5 Globale Steifigkeitsmatrix:

6 K = globalStiffness(Geometrie, Material);

7 Interne Kraftvektor:

8 if nit == 1 then

9 | forcelnt — globalResidual()

10 end

11 Residuum: b = forceExt-forcelnt;

12 Modellreduktion: K,.q = \IIEK\IIU, bred = \Il,fb
13 Verschiebung: duyeq = Kreq\Pred, du = tpeq®T;

14 Verschiebung aktualisieren: u = u+du;
15 Residuum aktualisieren: b;

16 forceNorm iiberpriifen;

17 [end

Algorithmus 4: Newton-Raphson Iteration mit Standard-POD in
ConCalc

BC’s

Material

Neue Geometrie

Bild 6.3: Modellreduktion mit POD-Basen
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net und anschlieBend mit der Basenmatrix ¥ redu-
ziert. Bei der normalen POD wird nur die Lésung
des Gleichungssystems beschleunigt.

Es ist zu beachten, dass die Modelle der Precom-
putation Bild 6.1 und der Modellreduktion Bild 6.3
nicht identisch sein missen. Damit kann die POD
bei wiederholten Berechnungen mit unterschiedli-
chen Parametern zum Einsatz kommen.

6.3.2 Direct Assembly POD

Die zweite Variante heilt Direct-Assembly POD (POD-
DA). Die Implementierung wird in Algorithmus 5 zu-
sammengefasst. In Zeile 6 wird anstatt der globalen
Steifigkeitsmatrix die reduzierte Steifigkeitsmatrix
assembliert. Damit wird auch die Assemblierungs-
phase beschleunigt (RADERMACHER 2015).

Zeile 6 in Algorithmus 5 ist der Kern der POD-DA
und wird daher weiter im Detail erklart. Die Steifig-
keitsmatrix wird schon auf Elementebene reduziert
indem eine elementweise Basenmatrix ¥, gemafl
der Konnektivitdt des Elements aus der globalen
Basenmatrix W gebildet und anschlieRend mit der
Elementsteifigkeitsmatrix multipliziert wird.

Gred,e — ‘I,EGe, Gl.6.19

Kred7e = lI’eTI<,e‘I’e- Gl. 6.20
Dann kénnen die Elementsteifigkeitmatrizen direkt
addiert werden, ohne die klassische Assemblierung
durchzufihren.

nelt

Kred = »_ Kredjie Gl. 6.21
=1

input : Geometrie, Material, Randbedingung, tol
output : Verschiebung, Spannung und Verzerrung

1 |Precomputation: Uy = Algorithmus Algorithmus 2
2|SVD: Uy = ¥, 28T

3 |while forceNorm>tol do

4 niter = niter+1;

5 Globale Steifigkeitsmatrix:

6 K, cq = globalStiffnessPODDA (Geometrie, Material);
7 Interne Kraftvektor:

8 if nit == 1 then

9 ‘ forceInt — globalResidual()

10 end

11 Residuum: b — forceExt-forcelnt;

12 Verschiebung: duyeq = Krod\bred, dut = Upeq®T;

13 Verschiebung aktualisieren: u = u—du;
14 Residuum aktualisicren: b;

15 forceNorm iiberpriifen;

16 lend

Algorithmus 5: Newton-Raphson Iteration mit POD-DA in Con-
Calc

nelt

Gred - Z Gred,i,ey Gl. 6.22
=1

wobei nelt die Anzahl der Elemente ist. Danach
kann das Verschiebungsinkrement wie in Zeile 12
von Algorithmus 5 berechnet werden.

In den folgenden Beispielen wird die Anwendbarkeit
der implementierten Verfahren (Standard-POD,
POD-DA jeweils in Kombination mit Newton-Ra-
phson und Quasi-Newton-Raphson) nachgewie-
sen.

6.4 Lineare Beispielrechnung mit POD

Die POD wird auf das Beispiel einer Betonplatte un-
ter Verkehrsbelastung auf Winkler-Bettung ange-
wendet um die Methode zu verifizieren und den
Speedup zu bestimmen. In der Konvergenzstudie in
Abschnitt 4.2.1 wurde eine notwendige Netzdichte
ermittelt. Diese konvergierte Vernetzung besitzt al-
lerdings so viele Freiheitsgrade, dass die Berech-
nung auf einem PC mit Intel(R) Core(TM) i3-7100
CPU@3.90GHz und 12 GB Speicher ca. 8 s dauert.
Dabei dauern die Assemblierung von Kr 7,8517 s
und die Lésung 0,2608 s.

Zuerst wird eine Vorberechnung zum Aufbau der
Schnappschussmatrix bendtigt. Das ist ein offline
Verfahren, weswegen der Zeitaufwand nicht rele-
vant ist. Es werden kleine Schrittweiten (steps) ver-
wendet, um mehrere Schnappschisse gewinnen
zu konnen. Der Zeitaufwand T,,; einer lteration
wird dokumentiert, um das Potential der POD auf-
zudecken. Danach werden mithilfe der Schnapp-
schiisse die POD-Basen berechnet. Es folgt das
online Verfahren, wobei zuerst die POD mit glei-
chen Eingangsparametern verwendet wird, um die
POD zu verifizieren. Bei dieser Verifikation wird
auch die Effizienz im Gegensatz zur Vollberech-
nung mit der unreduzierten FEM bestimmt. Danach
werden die Eingangsparameter verandert und die
Anwendbarkeit der POD zur Berticksichtigung ver-
anderter Eingangsparameter analysiert.

6.4.1 Offline Berechnung

Die offline Berechnung wird hier in 5 kleinere Bela-
stungschritte unterteilt. Die Verschiebungen der
ersten (zufalligen) Freiheitsgrade sind in Tabelle 6.2
aufgelistet. Da hier ein materiell und geometrisch
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Tab. 6.3: X-Matrix der Singularwertzerlegung

Bild 6.4: Vergleich des Verschiebungsvektors (links) und der ersten POD Mode (rechts). Die Einheit fuir die Verschiebung links ist
mm. Aufgrund der Entdimensionalisierung existiert keine Einheit der POD Mode. Offensichtlich ist die Verschiebung der
POD Mode umgekehrt, da der Koeffizient U,.qs negativ ist.

lineares Verhalten vorliegt, nehmen die Verschie-
bungen auch linear zu.

Die lineare Abhangigkeit der Verschiebungsvekto-
ren bedeutet, dass eine POD-Mode schon aus-
reicht, um die online Berechnung durchzufiihren.
Nach der Singularwertzerlegung der Schnapp-
schussmatrix ergibt sich die £-Matrix wie in Tabelle
6.3 dargestellt: der erste Singularwert ist dominant.
Nach Gleichung 6.14 ist der Fehler quasi null.

Des Weiteren kann man auch die erste POD-Mode
aus der W-Matrix visualisieren, wie in Bild 6.4 ge-
zeigt. Nach Gleichung 6.4 ist der Verschiebungs-
vektor eine lineare Kombination der Basenvekto-
ren. In diesem linearen Fall ist die Verschiebung
proportional zur ersten Mode. Der Koeffizient U,eqin
Gleichung 6.4 ist das Produkt der Singularwertmat-
rix £ und die Pseudo-Zeitschrittmatrix ®. Hier kann
man auch den Koeffizient aus der Visualisierung
berechnen. Auf der linken Seite in Bild 6.4 wird der
Verschiebungsvektor dargestellt und auf der rech-

ten Seite die erste POD Mode. Hier betragt der Ko-

o 3,117-1072 _ —3295-10"%
effizient o917 10° = 3,026. 107 — 10,891.

6.4.2 Online Berechnung mit gleichen Ein-
gangparameter

Die Berechnungszeiten mit FEM, POD und POD-
DA werden in Tabelle 6.4 zusammengefasst. Es ist
ersichtlich, dass die Standard-POD mehr Zeit zur
Assemblierung bendétigt als FEM und POD-DA.
Das liegt daran, dass bei der Assemblierung zwei
n-dimensionale Multiplikationen (Kg.q = ¥YTK{¥ und
G,eq = WTG) durchgefihrt werden missen. POD-DA
kann hier die Zeit fur die Assemblierung reduzieren,
aber in der vorliegenden Implementierung nicht in
dem Male, der in der Literatur berichtet wird:

In contrast to POD, using POD-DA the assembly
of the n-dimensional matrices and vectors are
not necessarily and the multiplication complex is
reduced to the size of element dofs. (RADER-
MACHER 2015)
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Die einzelne Multiplikation wird zwar beschleunigt,
aber die Multiplikation muss in der Element-Schleife
mehrmals durchgefiihrt werden, dies stellt derzeit
mutmallich einen Engpass dar. Da die Assemblie-
rung der n-dimensionalen Steifigkeitsmatrix in Con-
Calc bereits optimiert wurde, wird die in RADERMA-
CHER (2015) berichtete Beschleunigung um den
Faktor 100 nicht erreicht. Eine Beschleunigung um
den Faktor 1 - 104 wird allerdings beim Losen des
Gleichungssystems erreicht. Obwohl T pop K T ppy
ist, ist T, pop Tqrem- Ta ist deswegen der Engpass
der Effizienz der POD. Wenn man diesen Teil der
Berechnungszeit nicht reduziert, kann die Effizienz
nicht weiter erhdht werden, obwohl das Losen um
mehrere GréRenordnungen beschleunigt wird (Ta-
belle 6.4).

6.4.3 Online Berechnung mit variierten Ein-
gangparametern

Die in Abschnitt 4.1 festgelegten Eingangsparame-
ter werden in diesem Abschnitt variiert und die on-
line Phase wird wiederholt. Die W-Matrix basiert da-
bei auf den Schnappschissen der vorherigen Para-
meter. Da die Geometrie die Vernetzung beeinflusst

und damit eine neue Schnappschussbasis erfor-
dert, wird sie bei der POD nicht geandert. Hier wird
als Beispiel wird der E-Modul variiert.

Die Ergebnisse in Tabelle 6.5 zeigen, dass POD
und POD-DA hinsichtlich der Genauigkeit vergleich-
bar gut sind, da beide Methoden die gleichen POD-
Basen verwenden. Dadurch kdnnen wir hier auch
die Invarianz der POD-Basen Uberprifen, welche in
Gleichung 6.4 vorausgesetzt wird. D. h. bei einem
neuen Modell kénnen noch die Basen aus dem ori-
ginalen Modell benutzt werden.

Die POD funktioniert erwartungsgemaf umso bes-
ser, je naher die Parameter an denen der Precom-
putation liegen. Da der E-Modul der offline-Phase
41.000 MPa betragt, zeigt die POD bei E = 41.000
MPa auch die kleinsten Fehler. Daher wird von
RADERMACHER (2015) empfohlen, dass mehrere
Vorberechnungen mit verschiedenen Materialpara-
metern durchgefihrt werden. Dadurch wird die All-
gemeingultigkeit der Methode im Parameterraum
erhoht.

Als illustrierendes Beispiel werden Vorberechnun-
gen mit E = 39 GPa und E = 43 GPa verwendet.
Diesmal wird jede Vorberechnung mit 1 Belastungs-
schritt durchgefiihrt, am Ende werden insgesamt 2

FEM |POD POD-DA X
Loufzoit A oi 51| 7.8517 | 80761 7 2837 Verschiebungsvektoren erhalten. Dadurch kann
aurzeit Assemplierung | s f , i . .

— 9 man 2 POD Basen berechnen, deren Moden in Bild

Laufzeit Lésen [s] 0,2608 |3,9555:104 |5,435-104 . . .
6.5 visualisiert sind.
Gesamtzeit [s] 8,125 |8,0765 7,2843
Fehler ¢ _ 2.0644-10-16 | 4,5794-10-15 Die erste Mode beschreibt die Hauptverformungs-
Speedup 1 . 1,0045 1,114 konfiguration. Nach Gleichung 6.14 kann man mit
] __ dieser Mode ungefahr

Tab. 6.4: Effizienz und Genauigkeit der PODn
E [MPaj] U3 nax,FEM U3 max,pob U3max,0A £pop’ £POD-DA
39.000 -0,3368 -0,3361 -0,3361 0,010 903 0,010 903
40.000 -0,3331 -0,3328 -0,3328 0,005 424 0,005 424
41.000 (pre) -0,3295 -0,3295 -0,3295 2,0644 - 10-16 4,5794 - 10-15
42.000 -0,3261 -0,3261 -0,3261 0,005 373 0,005 373
43.000 -0,3228 -0,3228 -0,3228 0,016 97 0,016 97

Tab. 6.5: POD mit geanderten Eingangparametern und einer Basis-Mode

Bild 6.5: 2 verschiedene Moden aus mehreren Vorberechnungen. Links: erste Mode mit Singularwert - 15,411, rechts: zweite

Mode mit Singularwert - 0,1389.



89

E [MPaj] U3max FEM U3max,pob U3max,0a €pop’ £pa

39.000 (pre) -0,3368 -0,3368 -0,3368 1,501 10-16 1,501 10-16
40000 | 03331 | 03331 | 03331 | 8884105 | 8884105
41000 | 03295 | 03295 | 03295 | 000011568 | 000011568
42000 | 03261 | 03261 | 03261 | 84768105 | 84768 - 105
43000 (pre) | 03228 | 03228 | 03228 | 17511-1016 | 17511-1016

Tab. 6.6: POD mit gednderte Eingangparameter und zwei Basis-Moden

Bild 6.6: Anzahl der lterationen, NR oder QNR

anode

=1
nstep

Zi:l Ai

der unreduzierten Verschiebungskonfiguration wie-
derherstellen. Mit dieser Mode werden POD oder
POD-DA durchgefihrt, und der Fehler ergibt sich zu
€ = 0,057 449 %.

Ao 15411

_ =99,11%
15,411 + 0,1389 e

Gl. 6.23

Die zweite Mode auf der rechten Seite ist der ersten
Mode sehr ahnlich, die Unterschiede werden auf
die Anderung der Steifigkeit zurtickgefiihrt. Mit bei-
den Basen zusammen reduziert sich der Fehler auf
€ = 0,011 568 %. Eine ahnliche Parameterstudie
wird in Tabelle 6.6 aufgelistet. Im Vergleich mit Ta-
belle 6.5 sind die Fehler viel kleiner.

6.5 Nichtlineare Beispielrechnung mit
POD

Das gleiche Verfahren wie zuvor wird auf das nicht-
lineare Beispiel der Betonplatte mit Kontakt oder mit
non-tensile Winkler-Bettung angewendet. Dazu
zahlen die Lastfalle mit positivem Temperaturgradi-
ent (TG) und mit Verkehrsbelastung sowie positi-
vem Temperaturgradient (VTG). Der Lastfall mit rei-
ner Verkehrsbelastung (VG) hingegen flhrt zu einer
linearen Modellantwort. In jedem Lastfall werden

Kontakt (KK) und die non-tensile Winkler-Bettung
(ntW) verwendet, siehe Abschnitt 4.2. Damit gibt es

» 2 Lastfalle: TG, VTG
* 2 Unterlagen KK, ntW
¢ 2 nichtlineare Loser: NR, QNR

* 3 Modellreduktionsvarianten full (standard FEM),
POD, POD-DA

Die Vielzahl der Kombinationen dieser Varianten
macht es nicht nétig, fir jede Kombination Vorbe-
rechnungen mit variierten Parametern durchzufih-
ren (siehe Abschnitt 6.4.3). Die Modellreduktion in
diesem Abschnitt setzt deshalb gleiche Parameter
wie bei der Vorberechnung in Abschnitt 6.4.2 vor-
aus. Die Genauigkeit der Berechnungen wird nach
Gleichung 6.14 garantiert. Die Modellreduktion ver-
wendet hier 5 Moden.

6.5.1 Anzahl der Iterationen

Die Lastfalle mit positivem Temperaturgradient wur-
den bereits in Abschnitt 4.2 vorgestellt. Im Vergleich
zu reiner Verkehrsbelastung mit Gravitation ist die-
ser Lastfall nichtlinear. Ein Zeichen der Nichtlineari-
tat ist die Anzahl der NR-Iterationen, die in Bild 6.6a
fir den Lastfall TG und Bild 6.6b fiir den Lastfall
VTG gezeigt werden.
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Die ersten 6 Saulen stellen die Anzahl fur die Konti-
nuumsunterlage mit Kontaktinteraktion (KK) dar, die
letzten 6 Saulen die mit ntW-Bettung. POD in den
Varianten Standard und DA kann die Anzahl der Ite-
rationen bei KK-Unterlage reduzieren. Fur die ntW-
Bettung ist hingegen kaum ein Effekt messbar.

Im Lastfall TG sinkt die Anzahl der lterationen in al-
len Fallen bei Verwendung von QNR um mehr als
die Halfte. Der Grund dafir ist, dass die POD-Mo-
den die nichtlineare Informationen durch die Vorbe-
rechnung beinhalten.

41,45 0 0 0
0 |oo42| o | o | o | o
0 | o |tor104) o | o | o
0o | o | o lees1w07 o | o
0o | o | o | o |[346108] o
o | o | o | o | o | o

Tab. 6.7: 2-Matrix der Singularwertzerlegung der Betonplatte
auf KK-Unterlage im Lastfall TG

40,90 0 0 0

0 0,0058 0 0
0o | o 351104 o | o | o
o | o | o [302105) o | o
o | o | o | o 373107 o
o | o | o | o | o | o

Tab. 6.8: X-Matrix der Singularwertzerlegung der Betonplatte
auf KK-Unterlage im Lastfall VTG

48,46 0 0 0
0 Jooo3e| o | o | o | o
0o | o |rar08] o | o | o
o0 | o | o | 127109) 0 | o0
o | o | o | o |aerion] o
o | o | o | o | o | o

Tab. 6.9: X-Matrix der Singularwertzerlegung der Betonplatte
auf ntW-Unterlage im Lastfall TG

Im Lastfall VTG ist die Modellreduktion weniger
wirksam bei der Reduzierung der Anzahl der ltera-
tionen. Vermutlich werden hier mehr Moden bend-
tigt, da unter Verkehrsbelastung die Platte wieder
nach unten gedruckt wird und das Verformungsbild
komplexer ist. Die NR-Methode erfordert viel weni-
ger lterationen als QNR wegen der quadratischen
Konvergenzrate.

Die Nichtlinearitdt kann in der Singularwertzerle-
gung (Tabelle 6.7, Tabelle 6.8 und Tabelle 6.9) be-
obachtet werden. Der Verfall der Singularwerte ist
langsamer als der unter reiner Verkehrsbelastung,
vergleiche Tabelle 6.3. Das bedeutet drastischere
Nichtlinearitat und rechtfertigt die Berticksichtigung
mehrerer Moden.

6.5.2 Zeit pro Newton-Iteration

Die aus mehreren Rechnungen gemittelten Re-
chenzeiten einer einzelnen NR-Iteration werden —
in die einzelnen Phasen, Assemblierung, Ldsung
und Konvergenzcheck aufgeteilt — in Bild 6.7a und
Bild 6.7b dargestellt. Im Allgemeinen ist der Beitrag
der Losung (Ts in Gelb) zur gesamten Rechenzeit
sehr klein. Modellreduktion beschleunigt diese Pha-
se zwar um einen Faktor 10 bis 100, aber die ge-
samte Laufzeit verandert sich nur wenig aufgrund
der seriellen Abarbeitung der Phasen.

Im Vergleich zur NR-Iteration, wird die Zeit fur die
Assemblierung mit QNR stark reduziert, da die Stei-
figkeitsmatrix nicht erneut aufgestellt werden muss.
Die Zeit fiir die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix
mit Standard-POD ist im Prinzip identisch zum Voll-
modell, POD-DA Variante reduziert die GréRe der
Steifigkeitsmatrix schon wahrend der Assemblie-
rung und spart daher Rechenzeit ein.

Aufgrund der optimierten Losungsphase ist die
Assemblierung der Engpass der Berechnung. Die

Bild 6.7: Zeitaufwand je nach Rechnungsphase
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Bild 6.8: Speedup einer einzelnen NR-lteration mit und ohne Modellreduktion

Bild 6.9: Gesamtlaufzeit aller Iterationen

serielle Schleife Uber alle Element ist die Hauptur-
sache fur die hohe Assemblierungszeit.

Im Vergleich zur Steifigkeitsmatrix, muss das Resi-
duum bei jeder Iteration auch bei QNR aktualisiert
werden, daher bleibt die Zeit zur Uberpriifung der
Konvergenz quasi unverandert. Die Uberpriifungs-
zeiten bei vollem und reduzierten Model sind quasi
unverandert. Dieser Teil der Rechnenzeit kann be-
spielsweise mit der Discrete Empirical Interpolation
Method (RADERMACHER 2015) weiter reduziert
werden. Das ist nicht Gegenstand des Forschungs-
vorhabens.

6.5.3 Speedup pro Iteration

In Bild 6.8a und Bild 6.8b werden die gesamten
Speedups der drei Phasen in einer lteration gezeigt.
Die jeweilige Referenzvariante ist die normale FEM
mit NR-Verfahren (full-NR). Der Speedup spiegelt
nicht die absolute Laufzeit der Berechnung wider,
sondern den Quotienten der Laufzeit von Referenz-
und jeweiliger Bezugsvariante. Der Vergleich zwi-
schen KK und ntW ist nicht sinnvoll in diesem Fall.

Eine einzelne Iteration wird fir die KK-Unterlage
durch die Kombination von Modellreduktion und
QNR-Methode am starksten beschleunigt. Fir die
ntW-Unterlage eignet sich das Vollmodell und QNR-
Methode am besten.

6.5.4 Gesamtlaufzeit

Schlussendlich wird die Einzellaufzeit einer NR-Ite-
ration mit der Anzahl der Iterationen zur Gesamtlauf-
zeit multipliziert, siehe Bild 6.9a und Bild 6.9b. Unter
allen untersuchten Kombinationen ist POD-DA zu-
sammen mit einem normalen Newton-Raphson-Ver-
fahren fur die Winkler-Bettung am schnellsten.

Im Lastfall TG (Bild 6.9a) ist die EinfGhrung der
QNR nicht sinnvoll. Obwohl die einzelne Iteration
weniger Zeit braucht, steigt die Anzahl der Iteratio-
nen drastisch an und macht den Geschwindigkeits-
vorteil zunichte. Die KK-Unterlage hat mehr Knoten
als die ntW-Unterlage, daher fallt der Nachteil von
QNR hier weniger stark aus, aber auch hier kann
QNR gegeniiber einem normalen-NR Verfahren
keinen Vorteil erzielen.
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Im Lastfall VTG (Bild 6.9b) ergibt die Verwendung
von QNR ein heterogenes Bild. Wahrend die Kon-
taktmodellierung profitiert, erhéht sich die Gesamt-
laufzeit bei der ntW-Bettung. Beim reduzierten Mo-
delle funktionieren POD und POD-DA sehr gut fur
KK-Unterlage, wahrend der Vorteil fur ntW nicht so
grof} ausfallt. Das liegt daran, dass die Modellre-
duktion nur die Lésungsphase beschleunigt, die
aufgrund des grofReren Gleichungssystems bei KK
langer dauert. Nichtsdestotrotz liefert die non-ten-
sile Winkler-Bettung in Kombination mit einem nor-
malen Newton-Raphson-Verfahren die schnellsten
Lésungen, Modellreduktion lohnt sich hier kaum.
Von den Varianten mit Kontakt, kann POD-DA zu-
sammen mit dem QNR-Verfahren vergleichbare
Laufzeiten erzielen.

7 Evaluierung der probabilisti-
schen Verfahrensweise zur
Dimensionierung und Bewer-
tung von BetonstraBenkonst-
ruktionen

Hauptziel des Forschungsvorhabens ist die Bereit-
stellung eines Finite Elemente Programms zur Ana-
lyse und Bewertung von Betonbefestigungen. Er-
ganzend soll zudem die Médglichkeit bereitgestellt
werden, Berechnungen auch unter Anwendung der
probabilistischen Verfahrensweise durchzufihren.

Um Erweiterungen bzw. Anderungen, insbesondere
in Hinblick auf kiinftige Regelwerke, weitestgehend
problemlos in das Programm implementieren zu
kénnen, wird das Programmgerist modularisiert
bereitgestellt (vgl. Abschnitt 3).

Eine Komponente des modular aufzubauenden
Programmpaketes ConCalc stellt das Modul Di-
mensionierung und Bewertung dar. Auf Grundlage
vorab festgelegter Modell- und Randbedingungen
dient dieses Modul der Berechnung von Betonde-
ckendicken und Ausfallwahrscheinlichkeiten. In
dem Modul werden bereits bestehende Formulie-
rungen zu probabilistischen Bewertungsansatzen
programmtechnisch umgesetzt.

In Abschnitt 7.2 wird die im Modul Dimensionierung
und Bewertung umgesetzte probabilistische Verfah-
rensweise vorgestellt und auf Besonderheiten und
noch zu klarende Fragen hingewiesen.

7.1 Relevante EinwirkungsgrofRen und
deren Beriicksichtigung

Zur Dimensionierung und Bewertung von Stral3en-
konstruktionen sollen dem Nutzer zukiinftig ver-
schiedene Methoden zur Verfligung stehen. So
soll der Anwender zwischen deterministischer
(bzw. semi-probabilistischer) und probabilistischer
Verfahrensweise auswahlen kénnen.

Unabhangig von der Verfahrensweise sind fur die
Dimensionierung und Bewertung von Betonkonst-
ruktionen grundsatzlich die gleichen Einwirkungs-
grofRen von Bedeutung. In Abhangigkeit von der
Verfahrensweise finden die jeweiligen Einwir-
kungsgroéfRen jedoch unterschiedlich Beriicksichti-
gung. Dies bedingt, dass durch den Nutzer in Ab-
hangigkeit von der Verfahrensweise teilweise un-
terschiedliche Festlegungen zu treffen sind. Dies
kann durch Eingabe oder Auswahl notwendiger
Kenngrofen und Parameter erfolgen.

Voraussetzung fir die Dimensionierung und Be-
wertung von StralRenkonstruktionen ist die Berech-
nung von Beanspruchungszustéanden infolge ver-
schiedener Einwirkungsgrofien. Diese kénnen un-
terschieden werden in Modell- und Randbedingun-
gen.

Nachfolgend werden die wesentlichen Einwir-
kungsgréRen zusammengefasst und hinsichtlich
Ihrer Relevanz und Integrierbarkeit analysiert.
Eine umfassende Bewertung ausgewahlter Einwir-
kungsgrofRen ist erstim Rahmen sich anschlieRen-
der Sensitivitatsanalysen nach Verknipfung der
einzelnen Programmmodule des kinftigen Be-
rechnungsprogramms ConCalc mdglich.

Die Richtlinien fiir die Dimensionierung von Beton-
decken im Oberbau von Verkehrsflachen (RDO
Beton 09) (RDO Beton 2009) nennen als dimensi-
onierungsrelevante Kriterien den Befestigungsauf-
bau und die Plattengeometrie, die Verkehrsbelas-
tung, die klimatischen Verhaltnisse, die Material-
eigenschaften, die Querkraftibertragung in den
Fugen sowie besondere Eigenschaften der Unter-
lage der Betondecke. Grundsatzliches Ziel der
rechnerischen Dimensionierung ist die Ermittlung
einer geeigneten Betondeckendicke zur Gewahr-
leistung einer wirtschaftlichen und dauerhaften
Gesamtkonstruktion. Gemafl den RDO Beton
(2009) sind hierfur verschiedene Kriterien zu be-
rucksichtigen.
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Dicke des frostsicheren Oberbaus

Die Dicke des Oberbaus von Verkehrsflachenbe-
festigungen ist so festzulegen, dass sowohl ausrei-
chende Frostsicherheit als auch ausreichendes
Tragverhalten gewahrleistet werden. Zur Bestim-
mung der Dicke des frostsicheren Oberbaus ist die
in den RStO (2012) beschriebene Methode anzu-
wenden, vorausgesetzt zusatzliche Informationen
zu 6rtlichen Gegebenheiten stehen nicht zur Verfi-
gung. Die Dicke des frostsicheren Oberbaus findet
somit nur als ein die Gesamtdicke des Oberbaus
beschreibender Parameter Anwendung.

Dicke und Geometrie der Betondecke

Die rechnerische Solldicke (erforderliche Dicke) der
Betondecke, resultierend aus Betrachtungen hin-
sichtlich des notwendigen Tragverhaltens (als Uber-
begriff fir Tragfahigkeit und Gebrauchstauglichkeit)
wird derzeit gemal der in den RDO Beton (2009)
erlauterten Methode bestimmt. Diese beschreibt ein
iteratives Verfahren (iterative Nachweisfuhrung),
basierend auf Grenzzustanden. Dabei werden ein-
wirkende und aufnehmbare Momente flr definierte
Lastfalle gegenlbergestellt.

Hierbei gilt es zu verstehen, dass eine Betondecke
als eigenstandiges Tragwerk und nicht (wie bei ei-
ner reinen Asphaltbefestigung) als Teil eines
Schichtpaketes fungiert. Anderungen der Schicht-
dicken unterer Befestigungsschichten haben dem-
nach keinen Einfluss auf die Solldicke der Betonde-
cke.

Neben der Dicke der Betondecke hat auch die Lan-
ge und die Breite einer Betonplatte Einfluss auf das
Verhalten einer Platte unter Belastung. Im Rahmen
der Durchfilhrung von Finite-Elemente-Berechnun-
gen zur Ermittlung von Beanspruchungszustanden
kann die exakte Geometrie aller Konstruktionsele-
mente im Berechnungsvorgang bertcksichtigt wer-
den.

Verbindung einzelner Platten

Die Art der Verbindung einzelner Platten unterein-
ander ist ebenfalls als wichtige Einwirkungsgrofie
zu bewerten. Die Berlcksichtigung verbindender
Elemente wie Anker und Dubel erfolgt nach den
RDO-Beton mittels vordefinierter Faktoren. Bei An-
wendung der Finite-Elemente-Methode zur Berech-
nung von Beanspruchungszustanden besteht au-
Rerdem die Mdglichkeit, die verbindenden Elemen-
te als eigenstdndige Elemente der Stralenkonst-
ruktion auszubilden und zu bericksichtigen.

Lastfall

Die RDO Beton 09 berticksichtigt lediglich den Last-
fall Plattenrand. Zur Dickenbestimmung sind dem-
nach sechs Nachweise zu flihren, drei an der Quer-
fuge und drei an der Langsfuge/-kante. Nachweise
fur die Falle Plattenmitte, sowie -ecke werden nicht
geflhrt, da sie gemafl RDO Beton (2009) als nicht
mafgebend anzusehen sind.

Die im Rahmen dieses Forschungsvorhabens be-
reitzustellende Software ConCalc erlaubt die Simu-
lation beliebiger Beanspruchungszustédnde mittels
der Methode der Finiten Elemente. Auf diese Weise
kdénnen kinftig weitere Lastfalle untersucht und be-
wertet und schlieflich bekannte Einwirkungsgrofien
hinsichtlich ihrer Relevanz ggf. neu eingeordnet
werden.

Einbautechnologie

Die einer Betonbefestigung zugrundeliegende Ein-
bautechnologie ein- oder zweischichtig/- lagig wird
bei der Festlegung der Betonplattendicke bzw. der
Dicke des frostsicheren Oberbaus nicht bertcksich-
tigt. Eine differenzierte Betrachtung erfordert die
Definition und programmseitige Umsetzung geeig-
neter Bedingungen fir den Verbund zwischen zwei
Betonschichten bzw. -lagen.

Andere bautechnische Aspekte wie Oberflachenbe-
schaffenheit und profilgerechte Lage gelten zwar
als EinwirkungsgréRen, werden aber bei der rech-
nerischen Bemessung ebenfalls nicht berlicksich-
tigt. Mindestanforderungen sind gemaf glltigem
Regelwerk einzuhalten, um Schwankungen der Be-
tondeckendicke zu minimieren.

Im Rahmen des Forschungsvorhabens finden ein-
bauspezifische Aspekte keine Berlcksichtigung.

Verkehrsbelastung

Neben der Dicke der Betondecke zahlt die Ver-
kehrsbelastung ebenfalls zu den mallgebenden
EinwirkungsgréRen. Die Berlicksichtigung der Ver-
kehrsbelastung innerhalb der Bemessung und Be-
wertung von Betonkonstruktionen erfolgt nach der-
zeitigem Stand fiir das in VILLARET u. a. (2012) be-
schriebene probabilistische Verfahren anders als
nach dem semi-probabilistischen Verfahren gemaf
den RDO Beton (2009).

Bei Anwendung des probabilistischen Verfahrens
ist eine Berlicksichtigung der Verkehrsbelastung
derzeit nur durch Eingabe von DTV (5")-Werten in
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Kombination mit der Strallenklasse ,Autobahn®,
vorgesehen.

Grundsatzlich gilt zu bemerken, dass der Verkehrs-
belastung im Rahmen einer probabilistischen Be-
wertung eine besondere Bedeutung beigemessen
wird. Die Verkehrsbelastung wird hier als zeitab-
hangige Einwirkungsgrofie betrachtet.

Klimatische Einfliisse

Zu klimatischen Einflussen z&hlen vornehmlich
feuchtigkeits- und temperaturbedingte Belastun-
gen. UngleichmaRige Feuchte- und Temperatur-
verteilungen koénnen zu ungleichmaligen Bean-
spruchungen innerhalb einer Betonplatte und so-
mit zur Verformung der Platte flhren.

Feuchtigkeitsbedingte Beanspruchungen werden
im Rahmen der rechnerischen Bemessung noch
nicht bertcksichtigt. Sobald geeignete Materialmo-
delle zur Verfugung stehen, kénnen bestehende
Bemessungsverfahren erweitert werden.

Temperaturbedingten Belastungen wird hingegen
eine ahnliche Bedeutung beigemessen wie Ver-
kehrsbelastungen. Sich Uber den Querschnitt einer
Betonplatte andernde Temperaturbedingungen fin-
den durch die Einbeziehung gliltiger Temperatur-
gradienten und materialspezifischer Warmedehn-
koeffizienten Berlcksichtigung. Die Temperaturgra-
dienten werden bisher als linear angenommen und
sind nach RDO Beton (2009) und probabilistischer
Verfahrensweise derzeit unterschiedlich definiert.
Im Rahmen einer probabilistischen Bewertung gilt
die Temperaturbelastung ebenfalls als zeitabhangi-
ge EinwirkungsgroRe und wird gesondert beriick-
sichtigt.

Materialkennwerte

Jedem Element einer BetonstraRenkonstruktion
kénnen spezifische Materialeigenschaften zuge-
wiesen werden. Da die Betondecke jedoch als ei-
genstandiges Tragwerk fungiert, sind fur die Be-
messung von Betonkonstruktionen insbesondere
die Eigenschaften der Betondecke von Bedeutung.
Uber die Eigenschaften der Betondecke erfolgt in
Abhéangigkeit von der voran genannten maf3geben-
den Einwirkungsgrofen die eigentliche Nachweis-
fihrung im Rahmen der rechnerischen Bemessung.

Bei Anwendung der Finiten-Elemente-Methode sind
jedem Element einer Stralienkonstruktion spezifi-
sche Materialeigenschaften zuzuweisen. Das tat-
sachliche Verhalten einer Konstruktion kann, bei

Anwendung geeigneter Materialgesetze, folglich re-
alitdtsnaher bertcksichtigt werden als bisher.

Zusammenfassung

Die einzelnen EinwirkungsgréRen sind weitestge-
hend miteinander verschachtelt. Einzelne Einwir-
kungsgréoRen werden durch das Zusammenwirken
anderer GréRRen beeinflusst.

In (VILLARET u. a. 2012) wird erklart, dass das der-
zeit gultige semi-probabilistische Verfahren gemaf
den RDO Beton (2009) rund 40 Einzeleinflisse be-
ricksichtigt. Dies erfolgt durch das Berechnen ein-
wirkender bzw. aufnehmbarer Momente, die sich
aus der Uberlagerung der einzelnen Einwirkungs-
grofken ergeben. Ein Grofteil der Einwirkungsgro-
Ren finden Uber Last-, Anpassungs- und Material-
faktoren Berticksichtigung.

Bei der probabilistischen Verfahrensweise werden
einige Einwirkungsgrofien abweichend berticksich-
tigt. Einige Faktoren sind aufgrund der angepassten
Nachweisfuhrung nicht mehr erforderlich oder ha-
ben einen neuen Wert oder gar eine neue Bedeu-
tung zugewiesen bekommen.

Als wesentliche EinwirkungsgrofRen kdnnen zusam-
menfassend Verkehrs- und Temperaturlast, Dicke
der Betondecke und die Materialeigenschaften der
Betondecke genannt werden.

Die modulare Gestaltung von ConCalc, in Verbin-
dung mit gut kommentierten Quelltexten, erlaubt
auch zu einem spateren Zeitpunkt durch eine relativ
einfache Programmanpassung die Berlicksichti-
gung weiterer Einwirkungsgréfen.

7.2 Implementierung der probabilisti-

schen Verfahrensweise aus dem
Vorhaben FE 04.0218/2008/ARB

In Abhangigkeit von einem definierten Belastungs-
zustand lasst sich mit dem entwickelten Rechen-
kern von ConCalc ein definierter Beanspruchungs-
zustand berechnen. Das Programmmodul Dimen-
sionierung und Bewertung soll zukiinftig die im Mo-
dul FE-Rechenkern des Programms ConCalc ermit-
telten Belastungszustande, die unter Annahme der
im Modul Eingangsdaten festgelegten Modell- und
Randbedingungen (wie z. B. Belastungsgréfen und
deren Giltigkeitsbereich) rechnerisch resultieren,
berlcksichtigen.
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Die Berechnung belastungsabhangiger Beanspru-
chungszustande ist Voraussetzung fir die eigentli-
che Bewertung bzw. Dimensionierung von Beton-
straldenkonstruktionen. Hierfir stehen dem Anwen-
der bereits jetzt verschiedene Verfahren zur Verfi-
gung. Grundsatzlich kann unterschieden werden
zwischen deterministischer und probabilistischer
Verfahrensweise. Die deterministische Verfahrens-
weise wird auch als semi-probabilistische Verfah-
rensweise bezeichnet.

Im Rahmen des diesem Bericht zugrundeliegenden
Forschungsvorhabens ist innerhalb des Programm-
moduls Dimensionierung und Bewertung die proba-
bilistische Verfahrensweise zur Dimensionierung
und Bewertung von Betonbefestigungen gemaf
den Ausfiihrungen im Abschlussbericht zum Vorha-
ben FE 04.0218/2008/ARB bereitzustellen.

Zur Implementierung der probabilistischen Verfah-
rensweise wurden die Ausfuhrungen in folgenden
Dokumentationen bertcksichtigt:

* Forschungsvorhaben FE 04.0218/2008/ARB:
Probabilistische Verfahrensweise fiir die Dimen-
sionierung von Fahrbahnbefestigungen - Teil:
Betondecken; BASt, 2012 (VILLARET u. a.
2012)

» Dissertation: Methoden zur Berechnung der Ver-
sagenswahrscheinlichkeit von Strallenplatten
aus Beton; Axel Riwe; TU Dresden, 2015 (RIWE
2015)

Die Umsetzung der probabilistischen Verfahrens-
weise erfolgte ebenfalls in modularer Form in Mat-
lab. Auf diese Weise kdnnen Anpassungen bzw. Er-
ganzungen zu einem spateren Zeitpunkt leicht ein-
gebunden werden. Eigenstandige Funktionen bzw.
Berechnungsschritte wurden in einzelnen Skripten
hinterlegt und kdnnen somit nachtraglich einfach
bearbeitet werden.

Die eingebundenen Funktionen bzw. Berechnungs-
schritte sind ausfuhrlich mit Bezug zu den voran ge-
nannten Berichten kommentiert. Auf zugrundelie-
gende Gleichungen wird eindeutig referenziert. Be-
zeichnungen und Annahmen wurden fur eine bes-
sere Nachvollziehbarkeit weitestgehend Gbernom-
men und erganzt. Sdmtliche Informationen in die-
sem Kapitel sind in Form von Kommentaren auch
Bestandteil des Programmcodes.

Nachfolgend wird die bisher implementierte Vorge-
hensweise erlautert, getroffene Annahmen werden

begriindet und auf Fragen mit bestehendem Kia-
rungsbedarf wird hingewiesen.

7.2.1 Deterministische bzw. semi-probabilisti-
sche Verfahrensweise

Das in den RDO Beton 09 beschriebene Verfahren
zur Dimensionierung von Betondecken basiert auf
dem Vergleich aufnehmbarer und vorhandener Bie-
gemomente, die sich durch die Uberlagerung ver-
schiedener Einzeleinflisse ergeben. Fur ausfuhrli-
che Informationen zum derzeit glltigen Bemes-
sungsverfahren wird auf die RDO Beton (2009) ver-
wiesen.

7.2.2 Probabilistische Verfahrensweise

Das grundlegende Prinzip der probabilistischen
Verfahrensweise besteht in der Berlicksichtigung
der Streuung der in die Dimensionierung von Be-
tonbefestigungen einwirkenden Groflen (vgl. Ab-
schnitt 7.1 und VILLARET u. a. (2012)). Eine detail-
lierte Untersuchung und Berlcksichtigung der
Streuung aller Einzeleinflisse ist in diesem Projekt
nicht vorgesehen. Als maRRgebend wurden in VIL-
LARET u. a. (2012) definiert:

¢ Radlast

» Temperaturverlauf Gber die Dicke der Betonde-
cke

» Dicke der Betondecke
» Betonfestigkeit (Spaltzug)

Bei der probabilistischen Verfahrensweise werden
im Vergleich zur semi-probabilistischen Verfahrens-
weise zulassige und vorhandene Ausfallraten durch
Berechnung von Versagenswahrscheinlichkeiten
gegenuber gestellt.

Durch die Berechnung konkreter Ausfallwahr-
scheinlichkeiten bzw. Ausfallraten ist es madglich,
Unterschiede zwischen verschiedenen Konstrukti-
onsaufbauten, insbesondere hinsichtlich der Eigen-
schaften der zu berilicksichtigenden Betondecke,
nun auch qualitativ bewerten zu kénnen (VILLARET
u. a. 2012). Die Mdglichkeit, von variablen Kon-
struktionseigenschaften auf zu erwartende Ausfall-
raten zu schlie®en, erlaubt eine aussagekraftigere
Kosten-Nutzen-Analyse und somit eine bessere
Budget-Planung.

Die in VILLARET u. a. (2012) vorgestellte probabi-
listische Verfahrensweise sieht auch die Berlck-
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sichtigung der geplanten Nutzungsdauer im Dimen-
sionierungsprozess vor. Die EinflussgroRen Rad-
last und Temperaturverlauf tiber die Dicke der Be-
tondecke gelten als zeitabhangige Grofien und sind
gemal der genannten Arbeit in Form von stochasti-
schen Prozessen zu bericksichtigen.

Dimensionierungsfille bei Anwendung der pro-
babilistischen Verfahrensweise

Bei Anwendung der probabilistischen Verfahrens-
weise ergeben sich abweichend von einer Dimen-
sionierung nach den RDO Beton fir einen Dimen-
sionierungsfall (Mitten der Langs- und Querfugen)
nur vier zu berucksichtigende Lastfélle. Eine Di-
mensionierung fir den Grenzzustand der Ge-
brauchstauglichkeit (GZG) entfallt, da er in seiner
aktuellen Form nicht dimensionierungsrelevant sei
(VILLARET u. a. 2010). Ein alternativer Ansatz wird
in VILLARET u. a. (2012) vorgestellt.

* 1. Quasidynamischer Lastfall: Querfuge — De-
ckendicke h;

* 2. Quasidynamischer Lastfall: Langsfuge — De-
ckendicke h;

* 3. Ermidungslastfall: Querfuge — Deckendicke
h3z

* 4. Ermidungslastfall: Langsfuge — Deckendi-
cke hy

* max Deckendicke hp,qy = max (hy, hy, h3, hy)

Verfahren zur Berechnung von Versagenswahr-
scheinlichkeiten

Zur Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeiten
(Ausfallwahrscheinlichkeiten) werden in VILLARET
u.a. (2012) verschiedene Verfahren diskutiert:

* Miner-Hypothese

» Integration Uber Versagensbereich
+ FORM-Algorithmus

* Monte-Carlo-Methode

In VILLARET u. a. (2012) wird erklart, dass im Rah-
men der Erarbeitung der probabilistischen Verfah-
rensweise auf eine Anwendung der Miner-Hypothe-
se verzichtet wurde, da deren Anwendung auf den
Betonbau umstritten sei (vgl. Abschnitt 9.5 S.42 ).
Fir den interessierten Leser werden hier weitere
Quellen genannt, die sich mit der Anwendbarkeit
der Miner-Hypothese auf den Betonbau beschafti-
gen.

Weiterfiihrende Uberlegungen kénnen zudem in
RIWE (2015) nachgelesen werden (vgl. ab Ab-
schnitt 4.4.5 S.83 ). Riwe erklart, dass die Anwen-
dung der Miner-Hypothese fiir Ermiidungsprobleme
im Betonbau unter Berlcksichtigung gultiger An-
wendungsgrenzen zu realistischen Ergebnissen
flhrt.

Das bisher erarbeitete probabilistische Verfahren
(VILLARET u. a. 2012) sieht die Berechnung prog-
nostizierter Ausfallwahrscheinlichkeiten mittels Inte-
gration Uber den malgebenden Versagensbereich
vor.

Die Anwendbarkeit des FORM-Algorithmus und der
Monte-Carlo-Methode wird sowohl in VILLARET
u. a. (2012) als auch in RIWE (2015) untersucht und
kritisch bewertet. Beide Berechnungsverfahren lie-
fern realistische Werte fir zeitabhangige Prognose-
ergebnisse.

Gemal den Ausfuhrungen in VILLARET u. a. (2012)
und RIWE (2015) kdénnen die genauesten Berech-
nungsergebnisse bei Integration ber den malge-
benden Versagensbereich erwartet werden.

Prinzip der probabilistischen Verfahrensweise
bei Integration Uber den Versagensbereich

In VILLARET u. a. (2012) wurden die vier Einfluss-
grolen Radlast, Temperaturverlauf Gber die De-
ckendicke (reprasentiert durch Temperaturgradien-
ten), Deckendicke und Betonfestigkeit als maflige-
bend definiert. Fir jede der vier Einflussgrofien
wurde auf Grundlage empirischer Daten eine als
spraxisnahe Verteilungsfunktion“ bezeichnete Funk-
tion ermittelt (VILLARET u. a. 2012). Zeitlich veran-
derliche GréRen, wie Verkehrs- und Temperaturlast,
wurden auferdem als stochastische (zeitabhangi-
ge) Prozesse durch Einbeziehen der angestrebten
Nutzungsdauer bericksichtigt. Folglich ergeben
sich somit insgesamt sechs Verteilungsfunktionen
fur die vier Einflussgrofen, im Weiteren auch als
Zufallsgréflen bezeichnet.

Die Berticksichtigung zeitabhangiger Prozesse er-
folgte Uber das Einbeziehen zu erwartender Ext-
remwerte mittels TURKSTRA-Regel (vgl. u. a. VIL-
LARET u. a. (2012, Kap. 4.2)). Demnach sind zwei
zeitabhangige ZufallsgroRen so zu kombinieren,
dass jeweils der Einfluss aus dem Extremwert der
einen Zufallsgroe und dem Normalwert (auch als
Momentanwert bezeichnet) der anderen Zufallsgro-
Re als ein Ereignis verknipft werden, woraus sich
zwei zu berlcksichtigende Falle ergeben.



97

Fir die obigen vier gelisteten Lastfalle je Dimensio-
nierungsfall ergeben sich aus der Kombination des
Integrationsverfahrens mit der TURKSTRA-Regel
die nachfolgenden Berechnungsfalle. Die Numme-
rierungen beziehen sich auf die voran genannten
Lastfalle 1 bis 4.

* 1./2. Quasidynamischer Lastfall (Quer- und
Langsfuge): TURKSTRA-Regel: jeweils eine
Einwirkung mit Extremwertverteilung: 2 Dimen-
sionierungen je Lastfall:

- 1.1 u. 2.1 Dimensionierung mit Extremwertver-
teilung fir Verkehrslast und Momentanwert-
verteilung fir Temperaturlast — hy;; hy,

- 1.2 u. 2.2 Dimensionierung mit Extremwertver-
teilung fur Verkehrslast und Momentanwert-
verteilung fir Temperaturlast — hpq; hyy

« finale Dicke: — h1=max(th, th); hz-maX(hvz,
hrz)

* 3./4. Ermidungslastfall (Quer- und Langsfuge);
Gemalf RDO Beton, somit nur eine Berechnung
je Lastfall = h3; hy

Far die Dimensionierung eines Lastfalls folgen so-
mit sechs Berechnungsszenarien, die als Ergebnis
zunachst sechs Dicken fur die Betondecke haben.

Die Dicke der Betondecke wird dabei weiterhin ite-
rativ bestimmt. Bei Anwendung der probabilisti-
schen Verfahrensweise erfolgt dies durch die Varia-
tion des Erwartungswertes der Verteilungsfunktion
fur die Dicke der Betondecke (nachfolgend als De-
ckendicke bezeichnet).

7.2.3 Integration iiber Versagensbereiche

Das bisher im Rahmen der probabilistischen Ver-
fahrensweise in Anwendung gebrachte Verfahren
zur Berechnung von Versagenswahrscheinlichkei-
ten basiert auf der Integration tiber mehrdimensio-
nale Grenzzustandsfunktionen. Auf die Herleitung
der Methodik wird an dieser Stelle verzichtet und
auf VILLARET u. a. (2012, Abschnitt 3.2.1 S.15)
und RIWE (2015, Kap.4 ab S.21) verwiesen.

Der Grundgedanke besteht darin, die Gesamtver-
sagenswahrscheinlichkeit fur alle Werte einer ein-
wirkenden GréRe durch Aufsummieren der Einzel-
wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Voraussetzung
hierfur ist die hinreichend genaue Formulierung der
Verteilung jeder einwirkenden GroRRe (Zufallsgro-
Re). Sind mehrere ZufallsgroRen zu bericksichti-

gen, so ergibt sich ein mehrdimensionales Integral
der Produkte der Einzelwahrscheinlichkeiten.

Das Ldésen mehrdimensionaler Integrale sollte
grundsatzlich durch numerische Verfahren erfol-
gen. Die Anwendung des klassischen Integrations-
verfahrens (in Matlab als adaptives Quadraturver-
fahren bezeichnet) ist deutlich zeitintensiver im Ver-
gleich zu anderen Verfahren. In VILLARET u. a.
(2012) und RIWE (2015) werden als Alternative die
~oimpsonsche Regel* und das ,Trapezverfahren®
(in der Mathematik ebenfalls als adaptive Quadrat-
urverfahren aufgefiihrt) genannt.

In VILLARET u. a. (2012) und RIWE (2015) findet
das Trapezverfahren Anwendung. Dieses wurde
nun auch in ConCalc umgesetzt. Beim Trapezver-
fahren wird die Flache unter einem Integral in belie-
big viele Trapeze unterteilt.

In RIWE (2015, Abschnitt 3.2 S.25) wird erklart,
dass die Anwendung der Integration Uber mehrdi-
mensionale Grenzzustandsfunktionen fiir die Be-
rechnung von Versagenswahrscheinlichkeiten im
Rahmen der Dimensionierung von Betonbefesti-
gungen mathematisch nicht exakt ist. Die mehrdi-
mensionale Integration Uber die Einzelwahrschein-
lichkeiten gleichzeitig auftretender Ereignisse (re-
prasentiert durch Zufallsgrofien) setzt theoretisch
voraus, dass die einzelnen Ereignisse voneinander
unabhangig sind. Dies ist jedoch nur teilweise ge-
geben. So ist beispielsweise die Zufallsgréfie Tem-
peraturgradient von der Dicke der Betondecke ab-
hangig.

Um das Verfahren der Integration Gber die Versa-
gensbereiche dennoch anwenden zu kénnen, mis-
sen eventuelle Abhangigkeiten zwischen den ein-
zelnen ZufallsgréRen bei der Formulierung der Inte-
grationsgrenzen Beriicksichtigung finden.

Fir die vier genannten Zufallsgrofien sind zunachst
sechs Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen aufzu-
stellen, deren Integrationsgrenzen anschlielend
sinnvoll festzulegen sind, bevor das mehrdimensio-
nale Integral gelést werden kann.

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Zu-
fallsgréBen

Das derzeitige Prognoseverfahren sieht vor, dass
fur die vier ZufallsgréRen Temperaturgradient, Rad-
last, Dicke Betondecke und Betonfestigkeit sechs
Dichtefunktionen mit zum Teil unterschiedlicher
Grundform aufzustellen sind. Nahere Informationen
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hinsichtlich der gewahlten Grundformen der Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen kdnnen in VILLA-
RET u. a. (2010) und VILLARET u. a. (2012) nach-
gelesen werden.

Fir die ZufallsgréRen Deckendicke und Betonfes-
tigkeit kbnnen demnach die Einzelwerte als normal-
verteilt angenommen werden. Fir die stochasti-
schen (zeitabhangigen) ZufallsgréRen Temperatur-
gradient und Radlast haben sich logarithmische
Normalverteilungen als geeignet erwiesen. Fur bei-
de ZufallsgréRen sind jeweils zwei Dichtefunktionen
aufzustellen, getrennt fir Momentan- und Extrem-
werte.

» ZufallsgroRe Temperaturgradient 6{(h;) (Mo-
mentanwertverteilung)

Die ZufallsgroRe Temperaturgradient &7 ist vor-
nehmlich von der Dicke der Betondecke h; abhan-
gig und wird bisher durch lineare Regression des
tatsachlichen Gradienten als linear Uber den Quer-
schnitt einer Betondecke angenommen. Fur nahere
Informationen hierzu wird in VILLARET u. a. (2012)
auf VILLARET u. a. (2007) und VILLARET u. a.
(2010) verwiesen.

Zur Berlcksichtigung der Deckendicke innerhalb
der Dichtefunktion der Momentanwerte der Tempe-
raturgradienten wurden drei von der Deckendicke
hg abhangige Parameter (xp(hg), SL(hg) und
MWL (hg)) definiert (VILLARET u. a. 2012). Genaue
Bezeichnungen flir die Parameter konnten nicht in
Erfahrung gebracht werden.

Da der Temperaturgradient zudem von ortlichen
Gegebenheiten, d. h. klimatischen Bedingungen
abhangig ist, liegt es nahe, fur verschiedene Regio-
nen in Deutschland unterschiedliche Temperatur-
gradienten bzw. Dichtefunktionen zu definieren.

Im Gegensatz zum Verfahren zur Dimensionierung
und Bewertung von Asphaltstralenkonstruktionen
wurde im Rahmen der Erarbeitung eines probabilis-
tischen Verfahrens zur Dimensionierung und Be-
wertung von Betonkonstruktionen von der Einbezie-
hung bestehender Klimazonenkarten abgesehen
und fur 25 Standorte bzw. Stationen in Deutschland
standort- und dickenabhangige Dichtefunktionen
gebildet.

In VILLARET u. a. (2012, Abschnitt 4.2 S.26 Tab.3)
werden fiir jede Station die Parameter xy(hg), SL(hq)
und MWL(hg4) der Dichtefunktion der Momentanwer-
te der Temperaturgradienten jeweils fur 10 cm,

20 cm, 30 cm, 40 cm und 50 cm aufgelistet. Aus den
dickenabhangigen Einzelwerten wurden dickenab-
hangige Funktionen erstellt (VILLARET u. a. 2012,
Abschnitt 4.2 S.28 Tab.4). Diese wurden auch im
aktuellen Programmcode hinterlegt. Uber die Aus-
wahl einer Station Uber die Programmoberflache
werden programmintern die stationsabhangigen
Parameter zugewiesen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Momen-
tanwerte der Temperaturgradienten ergibt sich so-
mit gemaf VILLARET u. a. (2012, Abschnitt 4.2 Gl.
15) und unter Anpassung der Giiltigkeitsbereiche
Zu:

0,
fT,mom((sT) = 1
-e
SL-(or+x0) V2 -7 Gl 7.1
fiir 67 +x9 <0
— [In(dt + x0) — MWL)?
2.SL2 , fiir 07 +x9 > 0
mit
XO(hd) =a- hga
Gl.7.2

SL(hq) = c¢-h%+d-hg+e,
MWL(hq) = f-h3+g- hq +i.

Es gilt zu beachten, dass fir die Berechnung der
Parameter xg(hg), SL(hg) und MWL(hg) die Dicke
der Betondecke in cm eingeht.

» ZufallsgroBe Temperaturgradient 6,(h,) (Ext-
remwertverteilung)

Fir die Bericksichtigung stochastischer (zeitab-
hangiger) Prozesse wird in VILLARET u. a. (2012)
die TURKSTRA-Regel aufgestellt, wonach fir die
Zufallsgrole Temperaturgradient auflerdem eine
Dichtefunktion der Extremwerte (als Extremwertver-
teilung bezeichnet) bereitzustellen ist.

Die allgemeine Formulierung einer Extremwertver-
teilung erfolgt geméaRk bekannter Uberlegungen auf
dem Gebiet der Stochastik nach Gleichung 7.3 (vgl.
VILLARET u. a. (2012) Abschnitt 3.2 ab S.18 und
5.2 ab S.25). Durch Differentiation erhalt man die in
Gleichung 7.4 dargestellte Dichtefunktion.

Fex(x) = Fp(x) Gl.7.3
fex(X)=n 'F(X)n-l f0)

Fir einen stochastischen Prozess kann gemaf den
Ausfihrungen in VILLARET u. a. (2012) F(x) als

GlL.74
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Momentanwertverteilung interpretiert werden. Aus
Gleichung 7.3 und Gleichung 7.4 folgen somit Glei-
chung 7.5 und 7.6.

Fex(x) = From"(x) Gl.7.5

fex(x)=n- Fmom(x)n.l * fmom(X)

Gemal den Angaben in VILLARET u. a. (2012) ist
der Parameter n so zu wahlen, dass ,der tatsachlich
gemessene Extremwert im Bereich der groRten
Wahrscheinlichkeit liegt.” Dies sei (festgelegt auf
Grundlage von Stichprobenuntersuchungen, S.25 )
fir n=500 gegeben. Dieser Wert ist im Weiteren auf
den Zeitraum umzurechnen, der dem evaluierten
Zeitraum der betrachteten ZufallsgréRe zugrunde
liegt. Im Fall der verwendeten Temperaturgradien-
ten betragt der betrachtete Zeitraum 15 Jahre. Fir n
folgt somit n=500/(15 Jahre), d. h. n=33,3/Jahr. Zur
Berechnung der Extremwertverteilungen ist n in Ab-
hangigkeit von der anzuberaumenden Nutzungs-
dauer N zu verwenden. Fur N= 30 Jahre gilt n=1000
und fiir N=50 Jahre gilt n=1666,67.

Gl.7.6

Grundsatzlich lasst sich eine Extremwertverteilung
relativ einfach aus einer Momentanwertverteilung
ableiten. Fir besonders grofle Betrachtungszeit-
raume N (Nutzungszeitrdume) ergeben sich jedoch
mathematisch relativ komplizierte Funktionsansat-
ze, die einen relativ hohen Rechenaufwand erwar-
ten lassen (vgl. VILLARET u. a. (2012) Abschnitt 4.2
S.19). In VILLARET u. a. (2012) wird folglich vor-
geschlagen, die Extremwertverteilung auf Grundla-
ge der Momentanwertverteilung in eine Gumbelver-
teilung Typ 1 zu Uberfihren:

F1gum (07) = % - e_<6Tﬁ_ a)

)
B
€

Die Parameter a(N) und B(N) sind ebenfalls in Ab-
hangigkeit von der angestrebten Nutzungsdauer N
zu ermitteln. Hierfir wird zunachst die Gumbelver-
teilung in Gleichung 7.7 an die Extremwertvertei-
lung in Gleichung 7.6 durch Variation der Parameter
a(N) und B(N) bestmdglich angepasst, d. h. a(N)
und B(N) werden durch Regression ermittelt. Diffe-
renzierte Untersuchungen haben gezeigt, dass fir
Bestimmung der Parameter a(N) und S(N) mitunter
eine grolkere Anzahl an Stutzstellen als fir die ei-
gentliche Integration bendtigt werden (bedingt

GlL7.7

durch die teilweise starke Anderung der y-Werte bei
nur geringer Anderung der x-Werte). Fir den Re-
gressionsprozess innerhalb von ConCalc werden
aktuell 200 Stutzstellen, d. h. Datenpunkte, verwen-
det.

In VILLARET u. a. (2012) wird empfohlen, die Para-
meter a(N) und S(N) zunachst fir ein kleines n zu
ermitteln und im Anschluss fiir ein beliebiges N um-
zurechnen. Die entsprechende Umrechnung kann
der genannten Quelle entnommen werden. Die Ver-
wendung eines kleinen n ist aus Sicht der Autoren
nur dann erforderlich, wenn fiir die Regression nur
wenige Datenpunkte zur Verfugung stehen. In VIL-
LARET u. a. (2012) werden fur die Bestimmung der
Parameter a(N) und B(N) lediglich drei Wertepaare
einbezogen. Nach heutigem Stand der Technik,
u. a. auch bei Verwendung der Software Matlab,
kénnen in Verbindung mit geeigneten Regressions-
algorithmen gleich fir die angestrebte Nutzungs-
dauer N die Parameter a(N) und B(N) berechnet
werden.

In ConCalc werden die Parameter a(N) und B(N)
durch die Matlab-Funktion Isqcurvefit in Abhangig-
keit von der Uber die Nutzeroberflache eingetrage-
nen Nutzungsdauer ermittelt. Eine Validierung der
implementierten Vorgehensweise zur Bestimmung
der Parameter a(N) und B(N) sowie der finalen Ext-
remwertverteilung anhand eines Beispiels ist auf
Grundlage der Angaben in RIWE (2015) und VILLA-
RET u. a. (2012) nicht mdglich. Ein visueller Ver-
gleich der grafischen Darstellung der Gumbelvertei-
lung in Gleichung 7.7 und der Extremwertverteilung
in Gleichung 7.6 lasst (aufgrund der optisch ganz-
lich identischen Verlaufe beider Funktionen) jedoch
eine korrekte Umsetzung der beschriebenen Ver-
fahrensweise erwarten. Fir nahere Ausfiihrungen
zur Umrechnung von a(N) und B(N) auf beliebige
Nutzungsdauern wird auf die genannten Quellen
verwiesen.

» ZufallsgroBe Radlast F; (Momentanwertvertei-
lung)

Die in VILLARET u. a. (2012) angegebene Vertei-
lungsfunktion der Momentanwerte flr Achslasten
wurde in RIWE (2015) in konkretisierter Form be-
reitgestellt und durch die Verteilungsfunktion der
Momentanwerte der ZufallsgroRe Radlast Fy er-
ganzt (vgl. Abschnitt 3.3.4. S.17 GI.3-13 und S.18
Gl. 3-14):
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, flir 0 < Fy4 < 2,66

fiir 2,66 < Fy < 4.80 Gl.7.8

fiir 4.80 < Fy < 5.746

fiir 5.746 < Fy

) .2 0,696
0,7145 - /27 - 2 1,916
__1 <2Fd -7, 321)
) 2 1,212
Fvmom(Fy) = 4 1,2441 - Vaor » 211%63410 - ’
9 ? ( 1,215 )
1,2471 - 21 8,279 ’
-1 <2Fd ~11, 817)
) 2 1,518
1,5582 - 21 10,903 ’

Die dargestellte Verteilungsfunktion der Momentan-
werte der Zufallsgrofie Radlast gilt nur fur die Stra-
Renklasse Autobahn. Bei Anwendung der probabi-
listischen Verfahrensweise mittels ConCalc wird
Uber die kinftige Programmoberflache somit ledig-
lich die Durchfiihrung von Berechnungen flr Auto-
bahnen maoglich sein.

Die Verkehrsbelastung wird durch die erganzende
Eingabe von DTVGY)-Werten ermittelt. Anregungen
zur Formulierung von Verteilungsfunktionen fiir an-
dere Strallenklassen koénnen in VILLARET u. a.
(2012) nachgelesen werden.

» ZufallsgroBe Radlast F; (Extremwertvertei-
lung)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Extrem-

werte der ZufallsgréRe Radlast 1asst sich ebenfalls

aus der bekannten Momentanwertverteilung ablei-

ten und in eine Gumbelverteilung Typ 1 Uberflhren.

Es gilt somit im Allgemeinen:

v gum(Fa) = % .e_<Fdﬁ_a>
)

(Fd -«

p

Die Parameter a und 8 kénnen wieder durch Re-
gression ermittelt werden. Als Ergebnis werden in
VILLARET u. a. (2012) und RIWE (2015) die Werte
a(N) = 16.464 und B(N) = 0.427 fur eine Nutzungs-
dauer von einem Tag angegeben. Wird die Momen-
tanwertverteilung in Gleichung 7.8 grundsatzlich
geandert, so sind die Parameter a(N) und S(N), wie
voran beschrieben, erneut zu bestimmen.

Gl.7.9

- €

Wie auch bei der Extremwertverteilung fir den Tem-
peraturgradienten missen die Parameter a(N) und

B(N) fur die gewlinschte Nutzungsdauer umgerech-
net werden. Hierfir wird in VILLARET u. a. (2012)
erklart, wie der Ansatz in Gleichung 7.9 fir eine be-
liebige Nutzungsdauer erweitert werden kann, so
dass eine zusatzliche Umrechnung der Parameter
a(N) und S(N) nicht erforderlich ist. Die Berlicksich-
tigung des zu betrachtenden Nutzungszeitraums
erfolgt durch Einbindung der Anzahl der Fahrzeuge
im Nutzungszeitraum (in VILLARET u. a. (2012) be-
zeichnet als GAF). Die Anzahl der Fahrzeuge im
Nutzungszeitraum sind als EingangsgroRe tber die
Nutzeroberflache einzutragen. Auf eine Herleitung
der Umformung bzw. Erweiterung wird an dieser
Stelle verzichtet.

ZufallsgroRe Deckendicke h,

Die Verteilung méglicher Dicken von Betondecken
kann durch eine Normalverteilung formuliert wer-
den. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion hat so-
mit die nachfolgende Form und wird durch den Er-
wartungswert u und die Standardabweichung o der
Dicke der Betondecke definiert.

(hd_,u>2
foth) = — 5 Gl. 7.10
Voro?

Beide Angaben sind durch den Anwender spater
Uber die Nutzeroberflache in mm durch Eingabe
oder Auswabhl festzulegen.

» ZufallsgroBe Betonfestigkeit f,(F; 64, hy)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufalls-
grolke Betonfestigkeit wird ebenfalls Gber eine Nor-
malverteilung beschrieben und Uber den Erwar-
tungswert u und die Standardabweichung o der Be-
tonfestigkeit spezifiziert.

1 _(fCt_ ) Gl. 7.11
B(fet) = \/ﬁ € 20



101

Der Erwartungswert und die Standardabweichung
werden hier nicht durch den Anwender eingetragen
bzw. ausgewahlt, sondern durch die Wahl der zu
beriicksichtigenden Stralenbetonklasse durch Ein-
gabe des zugrunde zu legenden Elastizitdtsmoduls
und eines vordefinierten Variationskoeffizienten aus
der charakteristischen Spaltzugfestigkeit pro-
grammintern berechnet. Die hierflr erforderliche
Berechnung der Spaltzugfestigkeit aus dem uber
die Benutzeroberflache eingetragenen Elastizitats-
modul erfolgt programmintern gemafl dem von
Riwe in RIWE (2015) (vgl. Abschnitt 3.3 S.29 ) be-
reitgestellten Ansatz (Gleichung 7.12).

Ecem = 4285.7 - feer + 24857.1N/mm?2 Gl. 712

In VILLARET u. a. (2012) wird zudem erklart, dass
der Variationskoeffizient i. d. R. zwischen 0,1 und
0,13 liegt.

Integral der Versagenswahrscheinlichkeit

Bei Anwendung des Verfahrens zur Integration tber
den malRgebenden Versagensbereich ist auf Grund-
lage der voran genannten Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen die Versagens- bzw. Ausfallwahr-
scheinlichkeit AW fir die vier Zufallsgrofien Radlast
Fg4, Deckendicke hg, Temperaturgradient 67 und Be-
tonfestigkeit f,; wie folgt zu berechnen:

0,1 0,2 0,3 0,4
=L

u,l Ju,2 Ju,3 Jud
v (Fa) fo(ha) fr(0r) fB(fer) dfer doT dhg dFy

In VILLARET u. a. (2012) und RIWE (2015) wird dar-
auf hingewiesen, die Integrationsgrenzen unbedingt
sinnvoll festzulegen, um zum einen numerische
Probleme zu vermeiden und um zum anderen hin-
reichend genaue Berechnungsergebnisse zu ge-
wahrleisten.

Gl. 713

Die Reihenfolge der einzelnen Integrale wird durch
die gegenseitige Abhangigkeit der ZufallsgroRen
bestimmt und steht in engem Zusammenhang mit
den festzulegenden Integrationsgrenzen.

Integrationsgrenzen der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen

In VILLARET u. a. (2012) und RIWE (2015) sind
weitestgehend nur allgemeine Aussagen zur Fest-
legung notwendiger bzw. sinnvoller Integrations-
grenzen zu finden. Nachfolgend werden die erar-
beiteten und derzeit im Programmcode von Con-
Calc implementierten Ansatze kurz vorgestellt.

Besteht eine Abhangigkeit zwischen zwei Zufalls-
gréRen, so musste die Integrationsgrenze der Zu-
fallsgrofie, die von einer anderen Zufallsgréfe ab-
hangig ist, wahrend einer Berechnung adaptiv an-
gepasst werden. Dies betrifft im Speziellen die Zu-
fallsgroRen Temperaturgradient und Betonfestig-
keit. Beide EinflussgroRen sind von der Grofe De-
ckendicke abhangig. Die Betonfestigkeit ist zudem
von der Verkehrs- und der Temperaturlast (d. h.
dem Temperaturgradienten) abhangig.

* Die Integrationsgrenzen der ZufallsgroRe
Radlast F;

Die ZufallsgroRe Radlast ist unabhangig von den
anderen ZufallsgroRen. Als realistischer Integrati-
onsbereich wurden Radlasten zwischen 0 und 10
Tonnen gewahlt. Eine geringfligige Anpassung der
oberen Integrationsgrenze (beispielsweise auf 13
Tonnen) hat keinen Einfluss auf mogliche Berech-
nungsergebnisse.

0<F <10

* Die Integrationsgrenzen der ZufallsgroRe De-
ckendicke h,

Die Zufallsgrofe Dicke der Betondecke ist ebenfalls
unabhangig von den anderen ZufallsgréRen. Die In-
tegrationsgrenzen der Dichtefunktion der Zufalls-
gréRe Deckendicke kann aus der allgemeinen For-
mulierung der Normalverteilung abgeleitet werden:

U—m-o<hg<pu+m-o

Der Parameter m, ein Vielfachen der Standardab-
weichung, ist so zu wahlen, dass die Flache unter
dem Integral stets Eins betragt. Fir die aktuellen
Betrachtungen wurde m = 6 angenommen.

* Die Integrationsgrenzen der ZufallsgroRe
Temperaturgradient 6 (hg)

Die Integrationsgrenzen der Dichtefunktion der Zu-
fallsgréoRe Temperaturgradient lassen sich ebenfalls
aus der Form der Dichtefunktion ableiten:

eMWL _ mSL_x| < §; < eMWL+m'SL _ x,

Die ZufallsgréRe Temperaturgradient ist jedoch von
der ZufallsgroRe Deckendicke abhangig. Die Integ-
rationsgrenzen der Zufallsgrolke Temperaturgradi-
ent (d. h. die Parameter xy(hg), SL(hg) und MWL(hy))
mussten somit wahrend einer Dimensionierungsbe-
rechnung bei Iteration der Deckendicke adaptiv an-
gepasst werden. Dies ist jedoch bei Anwendung
des Trapezverfahrens als aulerst kritisch zu bewer-
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ten. Fir weitere Uberlegungen hierzu wird auf Ab-
schnitt 7.2.3 verwiesen.

Die Integrationsgrenzen des Temperaturgradienten
wurden daher ebenfalls als fest definiert. Um mog-
lichst jeden Anwendungsfall bertcksichtigen zu
kénnen, wurden fir die Integrationsgrenzen die Pa-
rameter Xq(hg), SL(hg) und MWL(hg) fUr die minima-
le Betondeckendicke (d. h. die untere Grenze des
Integrals der ZufallsgroRe Deckendicke; zu werten
als ungunstigster Fall) bestimmt. Der Parameter m
wurde hier ebenfalls mit m = 6 angenommen.

Die Integrationsgrenzen der ZufallsgrofRe Be-
tonfestigkeit f,(Fy 61 hy)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufalls-
groRe Betonfestigkeit entspricht ebenfalls einer
Normalverteilung wie die der Zufallsgrofie Decken-
dicke, jedoch mit nach oben hin angepassten Integ-
rationsgrenzen:

U—m-o<f<G
mit

Mgy (Fq, ha) + Mgt (Fa, 07, ha)
W (or, ha)

a— Gl. 7.14

Fir das Losen des Vierfachintegrals wird jedoch
eine feste Integrationsgrenze angenommen:

U-m-o<fu<u+m-o

und die Dichtefunktion fg mit einer die obere Grenze
beriicksichtigenden Stufenfunktion S(f;;) multipli-
Ziert.

_ )L i fa <G Gl.7.15
S(fct) — {0’ fiir fct e
Hierbei gilt:
G
/ fB(fct)dfct:
- Gl. 7.16
+o00
[ st s

Fir die aktuellen Betrachtungen wurde abermals m
= 6 angenommen.

 Validierung der Integrationsgrenzen

Zur Uberpriifung der gewahlten Integrationsgren-
zen wurden fur das in RIWE (2015) vorgestellte Bei-
spiel fir die vier Zufallsgrofien Temperaturgradient,
Radlast, Dicke Betondecke und Betonfestigkeit die
sechs Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktionen (Mo-

mentan- und Extremwertverteilungen) aufgestellt
und unter Anwendung der aufgefiihrten Integrati-
onsgrenzen die Integration Uber die jeweilige Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion durchgefiihrt und die
sich unter jedem Integral ergebende Flache ermit-
telt.

In Bild 7.1 bis Bild 7.4 sind die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen der Momentanwertverteilungen
der vier ZufallsgréRen dargestellt. In Bild 7.5 und
Bild 7.6 sind fur die Zufallsgrofien Temperaturgra-
dient und Radlast zudem die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen der Extremwertverteilungen er-
ganzt. Die vier Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
der Momentanwerte stimmen visuell mit den in
RIWE (2015) bereitgestellten Grafiken tberein. Fur
die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Ext-
remwerte sind in RIWE (2015) keine grafischen
Darstellungen vorhanden.

Fur alle sechs Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
ist in den nachfolgenden Abbildungen die sich unter
jedem Integral ergebende Flache fiir m = 6 angege-
ben. Fur alle berechneten Flachen ergibt sich der
Wert Eins. Die festgelegten Integrationsgrenzen
sind somit als plausibel zu bewerten.

¢ Bewertung der Anzahl an Stiitzstellen

Zur Verdeutlichung des Einflusses der Anzahl an
einzubeziehenden Stitzstellen werden erganzend
in Bild 7.1 bis 7.4 fiir alle Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktionen der Momentanwertverteilungen jeweils
fir 10 und 50 Stitzstellen die Ergebnisse der trapz-
Integrale dargestellt. Die Verwendung von 50 Stutz-
stellen zeigt, entgegen den Ausfiihrungen in VILLA-
RET u. a. (2012), in jedem Fall eine sehr gute, d. h.
ausreichende, Reprasentation der Dichtefunktion
und der unter der Funktion eingeschlossenen Fla-
che. Bereits bei 10 Stiitzstellen ergeben sich, bezo-
gen auf die in Abhangigkeit von der Anzahl an Stiitz-
stellen berechnete Flache, jeweils Werte nahe Eins.
Weitere Betrachtungen zum Einfluss der Anzahl der
Stitzstellen folgen in Abschnitt 7.2.3.

Losen des mehrdimensionalen Integrals

Hinsichtlich des Lésens des mehrdimensionalen In-
tegrals in Gleichung 8.13 sind in VILLARET u. a.
(2012) und RIWE (2015) keine konkreten Hilfestel-
lungen vorzufinden. Fir das Programm ConCalc
wurde die nachfolgende Vorgehensweise gewahlt
und umgesetzt.

Fir die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit
AW wird unter Berlcksichtigung der definierten In-
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Bild 7.1: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Momentanwerte der Zufallsgréf3e Temperaturgradient; gestrichelte Linie: Darstel-

lung links: fir 10 Stltzstellen und rechts: fir 50 Stltzstellen
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Bild 7.2: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Momentanwerte der ZufallsgroRe Radlast; gestrichelte Linie: Darstellung links: flr

10 Stiitzstellen und rechts: fiir 50 Stiitzstellen
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Bild 7.3: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsgréfie Deckendicke; gestrichelte Linie: Darstellung links: fur 10 Stutzstellen

und rechts: fir 50 Stltzstellen.
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Bild 7.4: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der ZufallsgréRe Betonfestigkeit; gestrichelte Linie: Darstellung links: fir 10 Stiitzstellen

und rechts: fiir 50 Stutzstellen
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Bild 7.5: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Extremwerte
der Zufallsgrofe Temperaturgradient; gestrichelte Li-
nie: Darstellung fur 50 Stltzstellen; fur N = 30 Jahre
mit « = 0, 0837 und =0, 0136
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Bild 7.6: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Extremwerte
der ZufallsgroRe Radlast; gestrichelte Linie: Darstel-
lung fiir 50 Stutzstellen; fir N=30 Jahre und
GAF =19292545.

tegrationsgrenzen das Integral in Gleichung 7.13
wie folgt numerisch geldst. Je nach Dimensionie-
rungsfall missen fur die ZufallsgréRen Temperatur-
gradient und Radlast die Momentanwertvertei-
lung(en) oder die Extremwertverteilung(en) einge-
setzt werden.

Um das Integral nun zu I6sen, wird zunachst fir je-
des mogliche Wertetripel (Fg hg, 6T) das Produkt P
(Fg, hg, 67) der Dichtefunktionen der Zufallsgrofien
Radlast, Deckendicke und Temperaturgradient be-
rechnet. Die Dichtefunktion des Temperaturgradien-
ten ist hierbei fiir jede Deckendicke neu zu bestim-
men.

P(Fy, hg,61) = fv(Fa) fo(ha) fr(0T; ha)

o4 Gl. 7.17
fB(fct)S(fct; Ffa hd, (ST) dfct
4

Das Integral uUber die Dichtefunktion fp(f.¢) wird da-
bei mittels der Trapez-Methode geldst. Nach der
Berechnung aller Produkte wird die Ausfallwahr-
scheinlichkeit AW durch Lésen des nachfolgenden

Integrals in Gleichung 7.18 berechnet. Auch hier fin-
det wieder die Trapez-Methode Anwendung.

0,1 0,2 0,3
AW = / /
u,l Ju,2 Ju,3

P(Fy, hq,07) doT dhq dFy

Gl. 7.18

Bei der Trapez-Methode wird die Flache unter einer
Funktion in gleich breite Trapeze unterteilt. Bisher
wurde fiur alle Funktionen eine gleichmaRige Dis-
kretisierung mit 50 Stltzstellen festgelegt. Diese
fuhrt zu konvergenten Lésungen und kann entge-
gen den Ausfiihrungen in VILLARET u. a. (2012) als
ausreichend definiert werden.

Das Produkt P kann in Kombination mit der Trapez-
Methode auch fir beliebig viele ZufallsgréRen ge-
bildet werden. Voraussetzung ist jedoch, dass die
Integrationsgrenzen einer jeden Zufallsgrofe un-
veranderlich sind, also konstant bleiben. Die Bil-
dung des Produktes P Uber mehrere Zufallsgroen
reduziert die Berechnungszeit zur Ldsung des
mehrdimensionalen Integrals enorm, erfordert je-
doch mit gréRer werdender Anzahl an Stltzstellen
zunehmend mehr Speicherplatz, da die Produkte
fur alle Variablenkombinationen in einer mehrdi-
mensionalen Matrix zwischengespeichert werden.

Alternativ ist auch eine sequentielle Losung des
Mehrfachintegrals méglich. In diesem Fall kénnen
auch sich adaptiv andernde Integrationsgrenzen
einbezogen werden. Eine sequentielle Berechnung
bedarf deutlich weniger Speicher, sie ist dafiir deut-
lich zeitintensiver als eine parallelisierte Berech-
nung, wie sie bisher in Matlab mittels des Befehls
trapz umgesetzt ist.

* Validierung der L6sung des mehrdimensiona-
len Integrals

In RIWE (2015) wird exemplarisch das mehrdimen-
sionale Integral fir die vier Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen der Momentanwertverteilungen
geldst.

Als Ergebnis wird der Wert 1, 2 103 genannt. Mit-
tels der in ConCalc implementierten Vorgehenswei-
se kann dieser Wert bestatigt werden, vorausge-
setzt, die Fallbeschleunigung (bendtigtim Verkehrs-
moment) wird mit 10,0 m/s2 angenommen. In Con-
Calc wird hingegen fiir alle Berechnungen die
Normfallbeschleunigung mit 9,80665 m/s2 verwen-
det. In diesem Fall erhalt man als Lésung fiir das
mehrdimensionale Integral 0,9951-10-3.
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Bild 7.7: Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhangigkeit von der
Deckendicke fir 10, 20, 30, 40 und 50 Stiitzstellen
(Eingangsdaten gemafR RIWE (2015))

Ausfallwahrscheinlichkeit in Abhdngigkeit von
der Dicke der Betondecke und der Anzahl der
Stitzstellen

Zur Uberpriifung des Zusammenhangs zwischen
der Anzahl der Stiitzstellen fir die Trapez-Methode
und der Konvergenz der Berechnungsergebnisse,
d. h. der Versagenswahrscheinlichkeit bzw. Ausfall-
wahrscheinlichkeit, wurden fir das in RIWE (2015)
vorgestellte Beispiel Berechnungen fir verschiede-
ne Anzahlen an Stutzstellen durchgefihrt. Fir De-
ckendicken zwischen 20 mm und 200 mm (in Ab-
stdnden von 5 mm) wurde fir 10, 20, 30, 40 und 50
Stitzstellen jeweils die Ausfallwahrscheinlichkeit
AW ermittelt. Die in Abhangigkeit von der Decken-
dicke berechneten Ausfallwahrscheinlichkeiten sind
in Bild 7.7 dargestellt.

Die Ausfallwahrscheinlichkeiten ermittelt bei 30
Stitzstellen zeigen keine Unterschiede gegeniber
den Ergebnissen bei 50 Stiitzstellen. Die derzeit im
Programmcode von ConCalc implementierte An-
zahl an 50 Stutzstellen kénnte somit auf 30 Stitz-
stellen reduziert werden. Dies wirde die Berech-
nungsdauer eines Punktes in Bild 7.7 reduzieren.
Weitere Ausflihrungen hierzu kénnen in Abschnitt
7.3 nachgelesen werden. Liegen die berechneten
Ausfallwahrscheinlichkeiten, bei ausreichend gro-
Ber Anzahl an Stitzstellen, zwischen Null und Eins,
so kann angenommen werden, dass die aufgestell-
ten Integrale richtig geldst werden.

7.3 Anbindung des probabilistischen
Verfahrens an ConCalic

ConCalc ist so konzipiert, dass auch Berechnungen
auf Grundlage eines probabilistischen Berech-

nungsansatzes durchgefihrt werden kénnen. Hier-
fir wurde der in VILLARET u. a. (2012) und RIWE
(2015) vorgestellte Ansatz entsprechend aufberei-
tet, erganzt (soweit nicht dokumentiert) und in Mat-
lab umgesetzt. Die Anbindung der probabilistischen
Verfahrensweise an ein Finite-Elemente Programm
erfordert jedoch eine Anpassung des in der Literatur
beschriebenen Verfahrens. Nachfolgend wird erlau-
tert, welche Annahmen in ConCalc getroffen wur-
den und welche noch zu klarenden Fragen sich er-
geben haben.

7.3.1 Eingabe und Ausgabe
Eingabe

Um mit ConCalc Berechnungen unter Anwendung
des implementierten probabilistischen Verfahrens
durchfihren zu kdnnen, muss Uber die Benutzer-
oberflache gemaR den Hinweisen in Abschnitt 3.1.1
unter dem Konfigurationspunkt ,Berechnung“ (vgl.
Bild 3.2) ,probabilistisch“ ausgewahlt werden. Er-
ganzend sind unter dem Punkt ,Probabilistik* weite-
re Informationen zu erganzen bzw. auszuwahlen.

Ausgabe

In Abhangigkeit von den Uber die Benutzeroberfla-
che festgelegten EingabegrofRen werden in ConCalc
Ausfallwahrscheinlichkeiten in Abhangigkeit von der
Betondeckendicke berechnet. Die Dicke der Beton-
decke wird hierbei in einem, ebenfalls Uber die Be-
nutzeroberflache definierten, Bereich variiert.

Als Ergebnis erhalt man einen funktionalen Zusam-
menhang zwischen Ausfallwahrscheinlichkeiten
und Betondeckendicke. Dieser wird als Grafik hin-
terlegt. Die zugrundeliegenden Berechnungsergeb-
nisse werden dem Nutzer zudem fiur eine weitere
Verarbeitung in Form einer Textdatei zur Verfligung
gestellt.

Wird eine Berechnungen auf Grundlage des proba-
bilistischen Berechnungsansatzes durchgefihrt, so
wird die beschriebene Abhangigkeit zwischen Aus-
fallwahrscheinlichkeiten und Betondeckendicke fiir
jeweils drei Falle berechnet (siehe Bsp. in Bild 7.8).
Je nach Art des Lastfalls werden, gemaf} den Aus-
fuhrungen in Abschnitt 7.2.2 unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen kombiniert.

* Quasidynamischer Lastfall:

- Extremwertverteilung Temperatur kombiniert
mit Momentanwertverteilung Verkehr (frgum,

fkmom)
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- Momentanwertverteilung Temperatur kombi-
niert mit Extremwertverteilung Verkehr(fT mom,

fV,gum)

* Ermuddungslastfall:
- nur Momentanwertverteilungen (frmom fumom)

Fir den Ermidungslastfall kann ber die Benutzer-
oberflache ein reduzierter Elastizitdtsmodul einge-
tragen werden. Sowohl fir den quasidynamischen
Lastfall als auch fir den Ermiidungslastfall wird in
Abhangigkeit von den Uber die Benutzeroberflache
eingetragenen zulassigen Ausfallwahrscheinlich-
keiten die zugehorige Dicke der Betondecke be-
rechnet und ausgegeben.

7.3.2 Anpassung des probabilistischen Verfah-
rens

Bei Anbindung der probabilistischen Verfahrenswei-
se an einen Finite-Elemente Rechenkern muss das
Prognoseverfahren angepasst werden. MalRgeben-
de einzubeziehende Beanspruchungen werden
nicht analytisch berechnet sondern sind Ergebnis
der Finite-Elemente Rechnungen.

Bereitstellen erforderlicher Beanspruchungs-
werte

In Abhangigkeit von den Uber die Benutzeroberfla-
che eingetragenen Kennwerten werden die fur die
Untersuchung einer Lastposition (z. B. Langs- oder
Querfuge) erforderlichen Modellvarianten bzw. Be-
lastungskombinationen intern ermittelt. Die drei Zu-
fallsgrofien Dicke der Betondecke, Temperaturgra-
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Bild 7.8: Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhangigkeit von der
Deckendicke; mit 125 Stitzstellen fiir Interpolations-
funktion, Berechnung fir Langsfuge; Vergleich Ergeb-
nisse bei Einbeziehung der Momentan- und Extrem-
werte bei gleichem Elastizitatsmodul fir die Betonde-
cke (Eingangsdaten gemaR RIWE (2015)), bei Nach-
weis der Querfuge ergeben sich deutlich geringer
Ausfallwahrscheinlichkeiten

dient und Radlast werden jeweils mehrfach in Ab-
hangigkeit von der jeweiligen angenommenen Vari-
anz variiert. Dies ist erforderlich, da diese drei Zu-
fallsgroRen als veranderliche Groflen Bestandteil
der Integrationsgrenze des Mehrfachintegrals zur
Berechnung der Gesamtausfallwahrscheinlichkeit
sind. Der Elastizitatsmodul der Betondecke geht
hingegen als feste Grole in die Integrationsgrenze
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Beton-
festigkeit ein und muss nicht explizit variiert werden.

Far die dimensionierungsrelevante Spannung o gilt
somit:

6 = 0(hg E, 5, FJ) Gl. 7.19

Fir jede Modellvariante wird eine Berechnung
durchgefiihrt. Die einzelnen Berechnungsmodelle
werden als Schleife abgearbeitet. Nach jedem Be-
rechnungsvorgang wird die maximale Zugspan-
nung ausgelesen und, dem entsprechenden Modell
zugeordnet, abgespeichert. Anschliefend werden
alle Einzelergebnisse in Abhangigkeit von den zu-
grundeliegenden Modellparametern (Werte der Zu-
fallsgrofien) in einem vierdimensionales Array zu-
sammengefasst. Dieses Array bildet die Grundlage
einer vierdimensionalen Interpolationsfunktion, die
die Mdglichkeit bietet, zwischen den Modellparame-
tern und der Beanspruchungsgrof’e ,maximale
Zugspannung"“ zu interpolieren.

Aus der Interpolationsfunktion werden im Weiteren
alle Punkte ausgelesen, die zur Lésung des Integ-
rals in Gleichung 7.18 bendétigt werden. Bei Annah-
me von 50 Stitzstellen und drei variierenden Zu-
fallsgréRen werden somit 50-50-50 = 125.000 Ein-
zelwerte durch Interpolation bestimmt und in einem
mehrdimensionalen Vektor zwischengespeichert.
Beim Ldsen des Integrals wird somit die mehrdi-
mensionale Interpolationsfunktion nicht in jedem
Schritt erneut aufgerufen, sondern die bendétigten
Werte werden aus dem Zwischenspeicher eingele-
sen. Dies hat den Vorteil, dass die erforderliche Zeit
zur Lésung des Integrals, d. h. zur Berechnung ei-
ner Ausfallwahrscheinlichkeit, auf ein Zwélftel redu-
ziert werden konnte. Die Berechnung einer Ausfall-
wahrscheinlichkeit unter Einbeziehung der Ergeb-
nisse aus Finite-Elemente-Berechnungen betragt
bei der im Rahmen der durchgefiihrten Untersu-
chungen verwendeten Rechentechnik ca. 8 s; bei
Durchfiihrung rein analytischer Berechnungen 5 s.
Durch die Verwendung einer mehrdimensionalen
Interpolationsfunktion muss nicht fir jeden Integra-
tionspunkt eine Finite-Elemente Berechnung durch-
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gefiihrt werden. Bei 50 Stutzstellen je Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion waren 125.000 Berechnun-
gen erforderlich. Die notwendige Anzahl an Stiitz-
stellen fur die Bereitstellung der mehrdimensiona-
len Interpolationsfunktion wird nachfolgend disku-
tiert.

« Stiitzstellen fiir mehrdimensionale Interpolati-
onsfunktion

Zur Abschatzung der notwendigen Anzahl an Stiitz-
stellen zu Bereitstellung einer mehrdimensionalen
Interpolationsfunktion, aus der die Eingangsdaten
fur jeden Integrationspunkt berechnet werden, wur-
den umfangreiche Finite-Elemente Berechnungen
durchgefiihrt. Nachfolgend werdend die Ergebnisse
fur drei Szenarien vergleichend vorgestellt. Fir das
voran beschriebene Modellbeispiel wurden die drei
zu variierenden ZufallsgréRen Dicke der Betonde-
cke, Temperaturgradient und Radlast jeweils inner-
halb der gleichen Spanne variiert, jedoch mit unter-
schiedlichen Anzahlen an Stitzstellen, d. h. Zwi-
schenwerten. Den Berechnungen wurden jeweils
die Momentanwertverteilungen zugrunde gelegt.
Folgende Spannen und Szenarien wurden gewahilt:

¢ Dicke der Betondecke: 172 mm - 352 mm

* Temperaturgradient: 0 K/mm - 0.4556 K/mm
(Eingabe als Temperaturwerte an Unter- und
Oberseite der Betonplatte)

* Radlast: 0ton - 10 ton (Eingabe als Radlast in N)

* Szenario 1: dreifache Variation je ZufallsgréRe;
ergibt 3-3-3 = 27 FE-Berechnungen

» Szenario 2: finffache Variation je Zufallsgrofie;
ergibt 5-5-5 = 125 FE-Berechnungen

» Szenario 3: siebenfache Variation je Zufallsgro-
Re; ergibt 7-7-7 = 343 FE-Berechnungen

In Bild 7.9 werden die fur die drei Szenarien berech-
neten Abhangigkeiten zwischen Ausfallwahrschein-
lichkeit und Betondeckendicke vergleichend gegen-
Uber gestellt. Aus Sicht der Autoren bietet die Be-
rechnung von Ausfallwahrscheinlichkeiten nach der
beschriebenen Vorgehensweise bei Verwendung
von flinf Stltzstellen je zu variierender ZufallsgréRe
einen guten Kompromiss zwischen erforderlicher
Rechenzeit und ausreichend konvergenter Losun-
gen. Es wird jedoch empfohlen, im Rahmen einer
gréReren Parameterstudie fir jede zu variierende
Zufallsgréfle zu untersuchen, ob die derzeit ge-
wahlte Anzahl an Stltzstellen reduziert werden
kann bzw. erhéht werden muss. Die Uberpriifung
der Anzahl an notwendigen Stutzstellen sollte au-
Rerdem fur andere Modellvarianten mit unterschied-
lich steifen Unterlagen erweitert werden.

Grundsatzlich gilt darauf hinzuweisen, dass Ausfall-
wahrscheinlichkeiten nur in dem Bereich berechnet
werden sollten, der als Spanne fir die Variation der
Eingangsdaten (ZufallsgréRen) angenommen wur-
de. Um Fehlinterpretationen zu vermeiden, wurde
diese Uberlegung entsprechend in ConCalc imple-
mentiert.

* Anpassung Nachweisfiihrung

Die in den RDO Beton (2009) beschriebene Nach-
weisfuihrung, glltig fir eine semiprobabilistische Be-
trachtung, lasst sich nur bedingt auf eine rein proba-
bilistische Vorgehensweise Ubertragen. Grundsatzli-
che Anpassungen, die bei einer analytischen Be-
rechnungsweise empfohlen werden, sind in VILLA-
RET u. a. (2012) und RIWE (2015) zusammenge-
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fasst. So entfallen beispielsweise die Faktoren my;
und mrs.

Soll die semi-probabilistische oder die probabilisti-
sche Verfahrensweise auf aus mittels Finite-Ele-
mente Berechnungen bereitgestellten Beanspru-
chungswerten basieren, so muss das derzeitige
Verfahren in seiner Grundform Uberarbeitet und auf
die den neuen Beanspruchungswerten zugrunde
liegenden Berechnungsmodelle (Ein- bzw. Mehr-
plattenmodelle; mit/ohne Unterlage) angepasst
werden. Dies gilt insbesondere flir die Formulierung
des Temperatur- und des Verkehrsmomentes und
folglich auch fir die einzubeziehenden Faktoren im
Rahmen der Nachweisfiihrung.

Bei der Berechnung von Beanspruchungszustan-
den mittels der Finiten-Elemente Methode sollten
sowohl Beanspruchungen aus Verkehr als auch
aus Temperatur Bertcksichtigung finden. Da beide
BelastungsgroRen i. d. R zeitgleich auftreten und
die jeweils resultierenden Beanspruchungen inner-
halb von ConCalc unterschiedlich berechnet wer-
den, resultiert die sich bei einer Berechnung erge-
bende Spannung aus der Kombination des Einflus-
ses von Verkehr und Temperatur. Die derzeit im Re-
gelwerk getrennt fiir beide EinflussgréRen bereitge-
stellten Faktoren durfen theoretisch nicht einfach an
die aus beiden EinflussgréRen resultierende Span-
nung multipliziert werden.

Um dem Anwender von ConCalc dennoch die Mdg-
lichkeit zu geben, mit veranderbaren Parametern zu
rechnen, wurde ein vereinfachter Ansatz implemen-
tiert. Die temperatur- und verkehrslastrelevanten
Faktoren (T'yr und T'yy) werden direkt an die ent-
sprechenden Zufallsgrof3en, d. h. an die Zielein-
gangswerte der Zufallsgrofien, multipliziert, somit
vor Auslesen der gewilnschten Punkte aus der
mehrdimensionalen Interpolationsfunktion. Fir die
dimensionierungsrelevante Spannung oy folgt so-
mit:

or=0(hg E, 57 Tmr, Fa - Tmy) Gl. 7.20

Fir die obere Grenze des Integrals der Betonfestig-
keit folgt somit fur Gleichung 7.14 die Formulierung
in Gleichung 7.21

G=or Gl.7.21
FUr eine exaktere Beriucksichtigung der Beanspru-
chungsanteile, resultierend aus unterschiedlichen
Belastungskomponenten, kdnnen zwischen den zu
variierenden Zufallsgroflen Zusammenhange hin-
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Bild 7.10: Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhangigkeit von
der Deckendicke; mit 125 Stiitzstellen fiir Interpola-
tionsfunktion, Berechnung flr Langsfuge; Vergleich
der Ergebnisse evaluiert fur Eingangsdaten aus Fi-
nite-Elemente Berechnungen und bei Anwendung
des analytischen Ansatzes (Eingangsdaten gemaf
RIWE (2015))

sichtlich der sich ergebenden Beanspruchungen
aufgestellt werden und Uber die funktionale Be-
schreibung der Zusammenhange (Linearitat vor-
ausgesetzt) den Funktionsparametern die belas-
tungsspezifischen Faktoren zugeordnet werden.
Um reprasentative Zusammenhange evaluieren zu
kénnen, sind zundchst umfangreiche Parameter-
studien erforderlich.

Auf Grundlage der in ConCalc implementierten Vor-
gehensweise wurden abschlieRend Vergleichsrech-
nungen unter Einbeziehung analytisch und mittels
durchgefiihrter Finite-Elemente-Berechnungen be-
reitgestellter Eingangswerte durchgefihrt. Fir das
voran diskutierte Beispiel werden die berechneten
Ausfallwahrscheinlichkeiten in Bild 7.10 gegenuber
gestellt. In den FE-basierenden Berechnungen wur-
den die temperatur- und verkehrslastspezifischen
Faktoren gleich Eins gesetzt. Bei Anwendung des
probabilistischen Ansatzes in Kombination mit der
Finiten-Elemente-Methode erhalt man erwartungs-
gemaly deutlich groRere Ausfallwahrscheinlichkei-
ten als bei Anwendung des analytischen Ansatzes.
Auch hier wird nochmals deutlich, dass die derzeit
gultige Nachweisfliihrung bei Anwendung der Fini-
ten-Elemente-Methode zu Uberarbeiten ist und ak-
tuell einzubeziehende Faktoren ersetzt bzw. anzu-
passen sind.

7.3.3 Zusammenfassung und Ausblick

Dasin VILLARET u. a. (2012) und RIWE (2015) be-
schriebene Verfahren wurde vollstandig in Matlab
umgesetzt. Einzelne Zwischenschritte wurden an-
gepasst, insbesondere zur Reduzierung des Be-
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rechnungsaufwandes. Nicht bzw. unzureichend do-
kumentierte Annahmen wurden angenommen und
nachvollziehbar dokumentiert, sowohl im Pro-
grammcode von ConCalc als auch in diesem Be-
richt. Die einzelnen Annahmen sowie die Umset-
zung der einzelnen Verfahrensschritte wurden sorg-
faltig geprift und validiert. Die hierfiir verwendeten
Methoden bzw. Verfahren sind entsprechend in die-
sem Bericht dokumentiert.

Fir die Anbindung der probabilistischen Verfah-
rensweise an ein Finite-Elemente Programm wurde
das probabilistische Verfahren sowie die im gulti-
gem Regelwerk beschriebene Nachweisflihrung
partiell angepasst. Weitere Anpassungen sind je-
doch unbedingt notwendig, insbesondere in Hin-
blick auf die den mittels der Finiten-Elemente-Me-
thode zu berechnenden Beanspruchungswerten
zugrunde liegenden Berechnungsmodelle (Ein-
bzw. Mehrplattenmodelle; mit/ohne Unterlage).

Zur Bereitstellung dimensionierungsrelevanter Be-
anspruchungswerte mittels Finite-Elemente Be-
rechnungen wurde ein Verfahren erarbeitet, wo-
nach nicht fir jeden Integrationspunkt beim Ldsen
des Mehrfachintegrals eine Finite-Elemente Be-
rechnung durchgefiihrt werden muss. Die fiir das
Lésen des Mehrfachintegrals erforderlichen Bean-
spruchungswerte werden in ConCalc durch eine
mehrdimensionale Interpolationsfunktion bereitge-
stellt. Zum Aufstellen der Interpolationsfunktion ist
eine Mindestanzahl an Stutzstellen, d. h. Finite-Ele-
mente Rechnungen, erforderlich. Es wird jedoch
empfohlen, im Rahmen einer grofleren Parameter-
studie fur jede zu variierende Zufallsgrof3e zu unter-
suchen, ob die derzeit gewahlte Anzahl an Stiitz-
stellen reduziert werden kann bzw. erhéht werden
muss. Die Uberprifung der Anzahl an notwendigen
Stltzstellen sollte aulerdem fiir andere Modellvari-
anten mit unterschiedlich steifen Unterlagen erwei-
tert werden.

Die Umsetzung der probabilistischen Verfahrens-
weise erfolgte vor dem Hintergrund eines optimier-
ten Berechnungsaufwandes. Die Rechenzeit zur
Lésung des Mehrfachintegrals zur Berechnung der
Gesamtausfallwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit
von der Betondeckendicke konnte durch verschie-
dene Annahmen auf ein vertretbares Mal begrenzt
werden. Eine weitere Reduzierung der Rechenzeit
ist eventuell mdglich, im Vergleich zur Optimierung
des Berechnungsaufwandes fiir einen Beanspru-
chungszustand jedoch vernachlassigbar.

Die derzeit prognostizierte (und exemplarisch doku-
mentierte) Berechnungszeit fiir ein Berechnungs-
modell basierend auf einem Einplattenmodell kom-
biniert mit dem Unterlagentyp ntWinkler und 5
Stltzstellen je malRgebender Eingangsgrofie, d. h.
bei Durchfiihrung von 125 FE-Rechnungen betragt
knapp 3 Stunden. Die tatsachliche Berechnungszeit
kann Uber die Benutzeroberflache in Abhangigkeit
von der verwendeten Software durch Parallelisie-
rung der Einzelrechnungen (durch Auswahl der ein-
zubeziehenden Rechenkerne) deutlich reduziert
werden.

8 Zusammenfassung und Aus-
blick

Concalc erfllt alle Anforderungen, die zur Umstel-
lung der RDO Beton auf ein FEM-basiertes Verfah-
ren vorhanden sind. Aufgrund des modularen Auf-
baus und der numerischen Effizienz kann ConCalc
fur die Weiterentwicklung der RDO Beton und zu
Forschungszwecken genutzt werden.

8.1 Ubertragbarkeit auf die RDO Beton

Der Lastfall Verkehr an der Plattenkante wird gut
abgebildet. Die Westergaard-Losung WESTER-
GAARD (1948) liefert gute Ergebnisse, wie von 10-
ANNIDES u. a. (1984) und IOANNIDES u. a. (1985)
bestatigt.

Der Lastfall vertikal linearer Temperaturverlauf wird
maRig genau abgebildet. Das wird darauf zurlickge-
fuhrt, dass sich das Modell der unter Temperaturbe-
lastung verwélbten Platte von der einfacheren Mo-
dellierung der RDO Beton entfernt. Nach der hier
verfolgten Modellierung resultieren die Biegezug-
spannungen aus dem Eigengewicht der verwolbten
Platte, wahrend die RDO-Beton nach EISENMANN
(1970) die Zwangsspannungen aufgrund verhinder-
ter Verwdlbung eines Stabes berechnen und diese
durch my, auf die Verwdlbung einer Platte anpas-
sen. Zusatzlich bericksichtigen die RDO-Beton mit-
tels yw: pauschal die Viskoelastizitat des Betons,
deren Berlcksichtigung im Rahmen der hier ver-
folgten linear elastischen Theorie nicht méglich ist.
Die Berucksichtigung der Viskoelastizitat erfordert
weitere Untersuchungen.

Die Superposition der Lastfalle Temperatur und Ver-
kehr ist nicht zuldssig. Das ist darauf zurlckzufih-
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ren, dass die Betonplatte dort von der Unterlage ab-
hebt, wo Verkehrslast angreift. Dadurch beeinflus-
sen sich die Randbedingungen der einzelnen Last-
falle gegenseitig und das Prinzip der Superposition
wird verletzt. Zusatzlich resultiert aus der Aufwdl-
bung eine schlechtere Lagerung, als im Fall der rei-
nen Verkehrslast.

Das die mittels FEM ermittelten Biegezugspannun-
gen in den meisten Fallen gréfer sind als die mittels
den RDO-Beton ermittelten wurde u. a. bereits
durch das Vorgangerprojekt bestatigt, siehe VILLA-
RET u. a. (2019, Tabelle 6-1). Damit stellt sich un-
mittelbar die Frage, ob mit dem Verfahren der RDO-
Beton zu dinn dimensioniert wird?

Alternativ kdnnte die Spaltzugfestigkeit eine kon-
servative Abschatzung der Biegezugfestigkeit lie-
fern. Damit konnte die widerstehende GrolRe eben-
falls unterschatzt werden. Zur Klarung dieser Frage
sind weitere Untersuchungen notwendig.

In Mehrplattenmodellen ermdéglicht ConCalc eine
flexiblere Berlcksichtigung der Dubelfaktoren als
die RDO-Beton. Es zeigte sich, dass eine im Rah-
men des Regelwerks zuldssige Variation der Dubel-
anzahl einen deutlichen Einfluss auf die Dubelfakto-
ren hat. Die pauschalen Werte der RDO-Beton
konnten bestatigt werden. Die Modellierung des Fu-
genbereichs bedarft allerdings weiterer Untersu-
chungen, insbesondere bezlglich des Grenz-
schichtverhaltens Verbinder-Beton, der geome-
trisch akkuraten Fugenmodellierung und des Inter-
aktionsverhaltens benachbarten Platten durch Rei-
bung und/oder Verzahnung.

Mit der Umstellung der RDO-Beton auf einen FEM-
basierten Rechenkern stiege die Qualitat der Re-
chenergebnisse. Einige Rechenkniffe kénnten ent-
fallen und es bestiinden ganz andere Méglichkeiten
zur Weiterentwicklung der Dimensionierung, wie
z. B. beliebige Laststellungen, beliebige Tempera-
turprofile, die detailliertere Modellierung des Fugen-
bereichs (materiell und geometrisch) sowie von
Hohllagerungen.

8.2 Probabilistik

Mit ConCalc wird erstmalig ein Programm bereitge-
stellt, mit dem FEM-Berechnungen auch unter An-
wendung der probabilistischen Verfahrensweise
durchgefiihrt werden koénnen. Das in VILLARET
u. a. (2012) und RIWE (2015) beschriebene Verfah-

ren wurde vollstandig in Matlab umgesetzt. Einzel-
ne Zwischenschritte wurden angepasst, insbeson-
dere zur Reduzierung des Berechnungsaufwandes.
Nicht bzw. unzureichend dokumentierte Annahmen
wurden angenommen und nachvollziehbar doku-
mentiert, sowohl im Programmcode von ConCalc
als auch in diesem Bericht. Die einzelnen Annah-
men sowie die Umsetzung der einzelnen Verfah-
rensschritte wurden sorgfaltig geprift und validiert.
Die hierfur verwendeten Methoden bzw. Verfahren
sind ebenfalls in diesem Bericht dokumentiert.

Fir die Anbindung der probabilistischen Verfah-
rensweise an ein Finite-Elemente Programm wurde
das probabilistische Verfahren sowie die im gilti-
gem Regelwerk beschriebene Nachweisfiihrung
partiell angepasst. Weitere Anpassungen sind je-
doch unbedingt notwendig, insbesondere in Hin-
blick auf die den den mittels der Finiten-Elemente-
Methode zu berechnenden Beanspruchungswerten
zugrunde liegenden Berechnungsmodelle (Ein-
bzw. Mehrplattenmodelle; mit/ohne Unterlage).

Es wurde ein Verfahren erarbeitet, wonach nicht fur
jeden Integrationspunkt beim Lésen des Mehrfach-
integrals eine Finite-Elemente Berechnung durch-
geflhrt werden muss. Die fur das Ldsen des Mehr-
fachintegrals erforderlichen Beanspruchungswerte
werden in ConCalc durch eine mehrdimensionale
Interpolationsfunktion bereitgestellt. Zum Aufstellen
der Interpolationsfunktion ist eine Mindestanzahl an
Stitzstellen, d. h. Finite-Elemente Rechnungen, er-
forderlich. Es wird jedoch empfohlen, im Rahmen
einer groReren Parameterstudie fir jede zu variie-
rende Zufallsgrofie zu untersuchen, ob die derzeit
gewahlte Anzahl an Stutzstellen reduziert werden
kann bzw. erhéht werden muss. Die Uberpriifung
der Anzahl an notwendigen Stitzstellen sollte au-
Rerdem fur andere Modellvarianten mit unterschied-
lich steifen Unterlagen erweitert werden.

Die Umsetzung der probabilistischen Verfahrens-
weise erfolgte vor dem Hintergrund eines optimier-
ten Berechnungsaufwandes. Die Rechenzeit zur
Lésung des Mehrfachintegrals zur Berechnung der
Gesamtausfallwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit
von der Betondeckendicke konnte durch verschie-
dene Annahmen auf ein vertretbares Mal begrenzt
werden. Dabei sind als praxistauglich anzusehende
Rechenzeiten von ca. 24 h in rein serieller Abarbei-
tung erreichbar. Eine weitere Reduzierung der Re-
chenzeit ist eventuell méglich, im Vergleich zur Op-
timierung des Berechnungsaufwandes flir einen
Beanspruchungszustand jedoch vernachlassigbar.
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8.3 Modellreduktion

In Bezug auf die Effizienz ermdglicht es die POD bei
linearen Problemen, das Ldsen des Gleichungssys-
tems um einen Faktor von bis zu ca. 1000 zu be-
schleunigen. Im nicht-linearen Fall reduziert sich
der Speedup aufgrund der héheren Anzahl an ver-
wendeten Moden auf ca. 10 bis 100.

Nichtsdestotrotz ist der Speedup bei Assemblierung
und Konvergenziiberpriifung zwar vorhanden aber
enttauschend. Bei den gezeigten — fiir die RDO-Be-
ton relevanten — Beispielen macht die Laufzeit der
Assemblierung einen Grofteil der Gesamtzeit aus,
weshalb die gesamte Berechnung nicht in wiin-
schenswertem Male beschleunigt wird. Da die Re-
chenzeiten allerdings bereits ohne Modellreduktion
praxistauglich sind, ist eine Weiterverfolgung dieser
Thematik nicht notwendig. Einen deutlichen Perfor-
mance-Zuwachs verspricht hingegen die Optimie-
rung der Assemblierung.

Bezlglich der Genauigkeit wurde gezeigt, dass die
reduzierte Losung die unreduzierte Losung in zu-
friedenstellendem Male wiedergibt. Auch die redu-
zierte Berechnung fiir nicht in den Schnappschis-
sen enthaltene Parameter ist moglich und fuhrt zu
guten Ergebnissen.

Der Aufbau einer Datenbank an Vorberechnungen
ist nicht sinnvoll, solange systematische Abwei-
chungen zwischen den mit FEM ermittelten Span-
nungen und denjenigen der RDO-Beton bestehen.
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ZTV Beton-StB (2007). Zusatzliche Technische
Vertragsbedingungen und Richtlinien fir den
Bau von Tragschichten mit hydraulischen Bin-
demitteln und Fahrbahndecken aus Beton.
Techn. Ber. Forschungsgesellschaft fir Stra-
Ren- und Verkehrswesen.

Bilder

Bild 1.1 Die drei urspringlichen Lastfalle nach
WESTERGAARD (1926, Bild 1). Ver-
gleiche EISENMANN (1979, Bild 2-34)

Bild 1.2  Darstellung des Lastfalls 3 von WEST-
ERGAARD (1948)

Bild 1.3  Die GUI von EverFE 2.26 mit dem Aus-
wahlfenster fiir Verkehrs- und Tempera-
turlasten. Die gewahlte Verkehrslast
kann im Fenster links oben frei platziert
werden. Rechts unten ist die Wahl des
Temperaturverlaufs méglich

Bild 2.1  Ein Quadrat unter linearem Temperatur-
gradient AT=15K

Bild 2.2  Ein Quadrat unter raumlich konstanter
Temperaturanderung AT =7,5K

Bild 2.3  Ein Wirfel unter linearem Temperatur-
gradient AT =15K, mitv=0,2

Bild 2.4  Nichtlinearer Temperaturverlauf

Bild 2.5  Der Spannungsverlauf aufgrund nicht-
linearer Temperaturbelastung Uber die
Hoéhe z

Bild 2.6  Ein Wurfel unter Gravitation
Bild 2.7  Darstellung der CCM Kinematik

Bild 2.8  Unterschiedliche Formulierungen des
Kontakts: links NTS-Element, rechts
STS-Element

Bild 2.9  Darstellung von konformen und nicht-
konformen Diskretisierungen fiir die
Kontaktmodellierung

Bild 2.10 lllustrierte Schritte der Mortar-Methode:
Herstellung der Hilfsebene (links oben),
Projektion der Primar- und Sekundar-
Oberflache auf der Hilfsebene (rechts
oben), Uberlappende Polygone (links
unten), und Retriangulation der

Bild 2.11

Bild 2.12

Bild 2.13

Bild 2.14

Bild 2.15
Bild 2.16

Bild 2.17

Bild 2.18

Bild 2.19

Bild 2.20

Bild 2.21

Bild 2.22

Uberlappenden Polygone (rechts unten).
(In Anlehnung an POPP (2012))

Formulierung des STS-Elements
(KONYUKHOV und 1Z1 2015)

Unterschiedliche Arten der in ConCalc
implementierten linearen Kontakt-
elemente. a: UCM6-Element mit
linearem Dreieckelement auf Primar-
und Sekundar-Oberflache. b: UCM7-
Element mit linearem Rechtecks-
Element auf der Primar-Oberflache und
linearem Dreiecks-Element auf der
Sekundar-Oberflache, und c: UCMS8-
Element mit linearem Vierecks-Element
auf Primar-Oberflache und Sekundar-
Oberflache

Unterschiedliche Arten der im aktuellen
Code implementierten quadratischen
Kontaktelemente. a: UCM9-Element mit
quadratischem Dreiecks-Element auf
der Primar-Oberflache und linearem
Dreiecks-Element auf der Sekundar-
Oberflache. b: UCM11-Element mit qua-
dratischem Rechtecks-Element auf der
Primar-Oberflache und linearem
Dreiecks-Element auf der Sekundar-
Oberflache

Eine Kontaktdefinition in der Syntax
einer ABAQUS-Eingabedatei

Darstellung des Verifikationsproblems

Retriangulation der Sekundar-
Oberflache

Vernetzung des getesteten Modells
Aufbau des Patch-Tests

Patch Test mit der Mortar-Methode.
Spannungen und Verschiebungen mit
ABAQUS und mit ConCalc berechnet.
Der Soll-Wert der Vertikalspannungen
betragt 1 MPa

Vordere und hintere Seite der ver-
formten Betonplatte nach der 1ten
lteration

Verformung in der 20ten NR-Interation
mit aktiven Kontaktelementen am Rand
des Kontaktbereichs

Der ,konvergierte Zustand“ mit Locke-
rungsbedingung und g, = 1 - 102
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Bild 2.23

Bild 2.24

Bild 2.25
Bild 2.26

Bild 2.27
Bild 2.28

Bild 2.29

Bild 3.1

Bild 3.2

Bild 3.3

Bild 3.4

Bild 3.5

Bild 3.6

Der echte konvergierte Zustand mit
Lockerungsbedingung und &, = 1

Fraher Verlust der Unterstitzung der
Unterlage in der 2ten NR-Iteration mit g,
=1 106. Die Elemente durchdringen sich
stark

Referenzberechnung aus ABAQUS

Eine Platte auf Winklerbettung unter ver-
teilter Belastung

Die Ergebnisse aus FEM Berechnung

Die Trennung von der Platte und der
Unterlage im Fugenbereich (Nach
DAVIDS u. a. (1998))

Vergleich von Voll- und Halbmodell einer
Betonplatte unter Verkehrs- und Tempe-
raturbelastung. Lastfall Plattenkante
mittig

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Auszug Tabellenblatt Con-
CalcConf mit eingeklappten Konfigurati-
onsunterpunkten

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Auszug Tabellenblatt Con-
CalcConf mit ausgeklappten Konfigura-
tionsunterpunkten und Drop-Down-
Menis, Konfigurationspunkt ,Parameter
FEM*

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Auszug Tabellenblatt Con-
CalcConf mit ausgeklappten Konfigura-
tionsunterpunkten und Drop-Down-
Mentus, Konfigurationspunkt ,Parameter
FEM® (1)

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Auszug Tabellenblatt Con-
CalcConf mit ausgeklappten Konfigura-
tionsunterpunkten und Drop-Down-
Menus, Konfigurationspunkt ,Parameter
FEM® (2)

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Auszug Tabellenblatt Con-
CalcConf mit ausgeklappten Konfigura-
tionsunterpunkten und Drop-Down-
Mentus, Konfigurationspunkt ,Parameter
FEM* (3)

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Tabellenblatt ConCalcConf

Bild 3.7

Bild 3.8

Bild 3.9

Bild 3.10

Bild 3.11

Bild 3.12

Bild 3.13

Bild 3.14

Bild 3.15

Bild 3.16

Bild 3.17

mit den Konfigurationspunkten ,Verkehr*
und ,Temperatur®

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Tabellenblatt Con-
CalcConf mit dem Konfigurationspunkt
~Probabilistik"

EXCEL-basierte Benutzeroberflache
von ConCalc-Tabellenblatt ,SysData“
(Auszug)

Ausschnitt aus JSON-Konfigurati-
onsdatei von ConCalc, erstellt auf
Grundlage der in Abschnitt 4.1.1 defi-
nierten Eingabefelder fiir die Benutzer-
oberflache

Bezeichnung der Einzelplatten in den
Mehrplattenmodellen

Koordinatensystem, das fir alle
Annahmen in ConCalc zugrunde gelegt
wurde

Einplattenmodell; links: Vollmodell,
rechts: Halbmodell; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler“; Darstellung der
Vernetzung

Einplattenmodell, Halbmodell; links:
kombiniert mit vergréRerter Unterlage
~Kontinuum®, rechts: kombiniert mit
Unterlage ,,Kontinuum® bzw. ,Kontinuum
Kontakt“; Darstellung der Vernetzung

Einplattenmodell mit Unterlagenmodell
»KontinuumKontakt®; links: Unterseite
der Betonplatte (plane 60), rechts:
Oberseite der Unterlage (plane 68); Dar-
stellung der Vernetzung und der unter-
schiedlichen GMSH-internen Kodierung
der physical surfaces

Einplattenmodell mit Unterlagenmodell
z=KontinuumKontakt; Darstellung der
Vernetzung der Unterseite der
Betonplatte und der Oberseite der
Unterlage

Einplattenmodell mit vier Unterlagen
(Dicken der Unterlagen wurden flr eine
bessere Visualisierung exemplarisch
festgelegt

Einplattenmodell, Halbmodell; kom-
biniert mit Unterlage ,Winkler“; exemp-
larische Darstellung der ,Physical
Surfaces*
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Bild 3.18

Bild 3.19

Bild 3.20

Bild 3.21

Bild 3.22

Bild 3.23

Bild 3.24

Bild 3.25

Bild 3.26

Einplattenmodell, Halbmodell; kom-
biniert mit Unterlage ,Winkler®; exemp-
larische Darstellung der ,Physical
Points*

Einplattenmodell, Volimodell; kombiniert
mit Unterlage ,KontinuumKontakt*;
Auszug aus GMSH.geo-Datei

Geometrie des Zweiplattenmodells mit
Winkler-Bettung

Zweiplattenmodell, Anordnung in Quer-
richtung mit Langsfuge; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
Vernetzung (Fugenbreite fir eine
bessere Visualisierung der Modellko-
ponenten grofder als in Realitat gewahlt)

Zweiplattenmodell, Anordnung in Quer-
richtung mit Langsfuge; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
Vernetzung im Bereich der Anker
(Fugenbreite fir eine bessere Visuali-
sierung der Modellkomponenten gréfler
als in Realitat gewahlt)

Zweiplattenmodell, Anordnung in Quer-
richtung mit Langsfuge; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
detaillierten Vernetzung im Bereich
eines Anker (Fugenbreite fir eine
bessere Visualisierung der Modellkom-
ponenten grof3er als in Realitat gewahilt)

Zweiplattenmodell, Anordnung in Langs-
richtung mit Querfuge und Dubel; kom-
biniert mit Unterlage ,Winkler“; Dar-
stellung der Vernetzung fur ver-
schiedene Anzahlen an Dubeln
(Fugenbreite fir eine bessere Visuali-
sierung der Modellkomponenten gréler
als in Realitat gewahlt)

Vierplattenmodell 2D; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
Vernetzung (Fugenbreite fir eine
bessere Visualisierung der Modellkom-
ponenten grofder als in Realitat gewahlt;
Anzahl Dubel und Anker exemplarisch
gewahlt)

Vierplattenmodell 2D; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
Vernetzung (Fugenbreite fiir eine
bessere Visualisierung der Modellkom-
ponenten gréRer als in Realitat gewahlt;

Bild 3.27

Bild 3.28

Bild 3.29

Bild 3.30

Bild 3.31

Bild 3.32

Bild 3.33

Bild 3.34

Bild 3.35

Anzahl Dubel und Anker exemplarisch
gewahlt)

Vierplattenmodell 3D; kombiniert mit
Unterlage ,Winkler®; Darstellung der
Vernetzung (Fugenbreite fur eine
bessere Visualisierung der Modellkom-
ponenten groRer als in Realitat gewahlt;
Anzahl Dubel und Anker exemplarisch
gewahlt)

Zweiplattenmodell mit vier Unterlagen
(Dicken der Unterlagen wurden flr eine
bessere Visualisierung exemplarisch
festgelegt

Vierplattenmodell; Positionierung
Lastflache mittig im Bereich des Fu-
genkreuzes zwischen den vier Beton-
platten (Fugenbreite fir eine bessere
Visualisierung der Modellkomponenten
groRer als in Realitat gewahlt; Anzahl
Dubel und Anker exemplarisch gewahilt)

Vierplattenmodell; Positionierung
Lastflache mittig im Bereich des Fugen-
kreuzes zwischen den vier Betonplatten
mit Darstellung der Teillastflachen
(Fugenbreite fir eine bessere Visuali-
sierung der Modellkomponenten gréRer
als in Realitat gewahlt)

Oberflache ParaView mit Darstellung des
Fensters zur Visualisierung, der
Meniileiste mit mehreren Werkzeug-
leisten, sowie des Pipeline Browsers und
des Selection Display Inspectors (links)
und des Color Map Editors (rechts)

Ausschnitt aus Bild 3.31: Auswahl der
Darstellungsform flr die Visualisierung
der Daten importierter Kenngréen
(hier: Verschiebung in z-Richtung): z. B.
Knoten, Oberflachen (KenngréfRen),
Netze

Aufbau einer VTK-Datei (Auszug aus
VTK-User's Guide)

Visualisierung des Inhaltes in einer VTK-
Datei, Darstellung fiir Minimalbeispiel
(vgl. Tabelle in Bild 3.35); links: Kdrper
aus 12 Netzknoten, die 5 Elemente
(Polygone) definieren, rechts: Oberfla-
chenplott der mittleren Verschiebung

Definitionen der Datensétze in einer
VTK-Datei (Minimalbeispiel)
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Bild 3.36

Bild 3.37

Bild 3.38

Bild 3.39

Bild 3.40

Bild 3.41

Bild 3.42

Bild 3.43
Bild 4.1

Bild 4.2

Bild 4.3

Nummerierung der Netzknoten von
Dreieckelementen gemaR: links:
ABAQUS und rechts: ParaView

Darstellung des Berechnungsmodells
Uber Gaulipunkte (Auswahl: Point
Gaussian)

Darstellung des Berechnungsmodells
als Knotennetz (Auswahl: Wireframe)

Darstellung des Berechnungsmodells als
Knotennetz kombiniert mit zugeordneten
bzw. interpolierten Kennwerten der
KenngréRe Verschiebung in x-Richtung
(Auswahl: Surface With Edges)

Darstellung des Berechnungsmodells
als Knotennetz kombiniert mit zuge-
ordneten bzw. interpolierten Kennwerten
der KenngréRe Verschiebung in
x-Richtung in Gberhdhter Darstellung
(Auswahl Menusymbol: Warp-ByVector;
mit Scale Factor -5000)

Darstellung Schnitte durch das Berech-
nungsmodell (jeweils mittig) fir die
Kennwerte der KenngréRe Ver-
schiebung in z-Richtung (Auswahl:
Slice; Surface)

Darstellung Schnitte durch das Berech-
nungsmodell (jeweils mittig) fur die
Kennwerte der KenngréRRe Ver-
schiebung in z-Richtung mit Darstellung
des Netzes in den Schnittebenen
(Auswahl: Slice; Surface With Edges)

Grundprizip der lokalen Extrapolation

Skizze der Platte auf Winkler-Bettung
mit quadratischer Belastung eines voll-
standigen Reifenabdrucks am Rand. Die
Federn verhindern energiefreie Ver-
schiebungen in z-Richtung. Ein Knoten
an der gegeniberliegen- den Ecke der
Platte wird in der Ebene fixiert: u =v = 0.
Zusammen mit der Symmetrierandbe-
dingung, u = 0, sind keine Starrkorper-
verschiebungen in der Ebene mdglich

Graph der Konvergenz fiir den Lastfall
V-G mit verschiedenen Elementformu-
lierungen

Vergleich der Verschiebung in z-Richtung
in ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VG-c3d10-W

Bild 4.4

Bild 4.5

Bild 4.6

Bild 4.7

Bild 4.8

Bild 4.9

Bild 4.10

Bild 4.11

Bild 4.12

Bild 4.13

Bild 4.14

Bild 4.15

Bild 4.16

Bild 4.17

Vergleich der maximale Zugspannung in
ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VG-¢c3d10-W

Stark verzerrte Elemente im Bereich von
Ecke oder Kante bei kreisformiger Last-
aufstandsflache

Parameterstudie von Form und GroRRe
der Lastaufstandsflache

Die Verschiebung in z-Richtung und
Spannung in X Richtung in ConCalc, mit
Jjson Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-
ntw

Vergleich der Verschiebungen in
z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit
Json Einstellung: HM-EP-VG-c3d10-K

Vergleich der maximalen Zugspannungn
in ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VG-c3d10-K

Vergleich der extrapolierten Spannungen
an der Grenzflache zwischen Platte und
Unterlage in ConCalc (links) und
ABAQUS (rechts), mit .json Einstellung:
HM-EP-VG-c3d10-K

Vergleich der Verschiebung in z-Richtung
in ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VG-¢c3d10-KK

Vergleich der maximalen Zugspannung
in ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VG-¢c3d10-KK

Vergleich der Verschiebungen in
z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit
.json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-W

Vergleich der maximalen Zug-
spannungen in ConCalc und ABAQUS,
mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-
w

Die maximale Zugspannung in
x-Richtung und Verschiebung in
z-Richtung in ConCalc, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-TG-c3d10-ntW

Vergleich der Verschiebungen in
z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit
Json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-K

Vergleich der maximalen Zugspannungen
in ConCalc und ABAQUS, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-TG-c3d10-K
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Bild 4.18

Bild 4.19

Bild 4.20

Bild 4.21

Bild 4.22

Bild 4.23

Bild 4.24

Bild 5.1

Bild 5.2

Bild 5.3

Bild 5.4:

Bild 6.1

Bild 6.2
Bild 6.3
Bild 6.4

Vergleich der Verschiebungen in
z-Richtung in ConCalc und ABAQUS, mit
json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-KK

Vergleich der maximalen Zug-
spannungen in ConCalc und ABAQUS,
mit .json Einstellung: HM-EP-TG-c3d10-
KK

Die Biegezugspannungen in ConCalc,
mit .json Einstellung: HM-
EP-VTG-c3d10-ntW

Vergleich der maximalen Zug-
spannungen in ConCalc, mit .json Ein-
stellung: HM-EP-VTG-c3d10-KK

Anordnung der Fugen mit beispielhafter
Dubelverteilung (ZTV Beton-StB 2007,
Bild 7)

Verschiedene Plattensysteme zur
Analyse des Diibelfaktors fiir den Lastfall
an der Langsfuge

Verschiedene Plattensysteme zur
Analyse des Dubelfaktors fir den Lastfall
an der Querfuge Ergebnisse der Para-
meterstudie fiir die Temperaturbean-
spruchung

Ergebnisse der Parameterstudie fiir die
Verkehrsbeanspruchung

Ergebnisse der Parameterstudie fir die
Verkehrs- und Temperaturbean-
spruchung

Ergebnisse der Parameterstudie bei
Vtot = 0167

Ergebnisse der Parameterstudie bei
Yeor = 0,67

Vorberechnung der Schnappschisse
(offline Phase)

SVD der Schnappschuss-Matrix
Modellreduktion mit POD-Basen

Vergleich des Verschiebungsvektors
(links) und der ersten POD Mode
(rechts). Die Einheit fur die Verschiebung
links ist mm. Aufgrund der Entdimensio-
nalisierung existiert keine Einheit der
POD Mode. Offensichtlich ist die Ver-
schiebung der POD Mode umgekehrt, da
der Koeffizient U,,q negativ ist

Bild 6.5

Bild 6.6
Bild 6.7
Bild 6.8

Bild 6.9
Bild 7.1

Bild 7.2

Bild 7.3

Bild 7.4

Bild 7.5

Bild 7.6

Bild 7.7

Bild 7.8

Bild 7.9

2 verschiedene Moden aus mehreren
Vorberechnungen. Links: erste Mode mit
Singularwert = 15,411, rechts: zweite
Mode mit Singularwert = 0,1389

Anzahl der Iterationen, NR oder QNR
Zeitaufwand je nach Rechnungsphase

Speedup einer einzelnen NR-lteration mit
und ohne Modellreduktion

Gesamtlaufzeit aller Iterationen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Momentanwerte der ZufallsgroRe Tem-
peraturgradient

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Momentanwerte der Zufallsgroe
Radlast

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Zufallsgrofie Deckendicke

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Zufallsgrofie Betonfestigkeit

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Extremwerte der Zufallsgrofle Tempera-
turgradient

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Extremwerte der Zufallsgrée Radlast

Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhan-
gigkeit von der Deckendicke fiir 10, 20,
30, 40 und 50 Stiitzstellen (Ein-
gangsdaten gemafl RIWE (2015))

Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhan-
gigkeit von der Deckendicke; mit 125
Stutzstellen fur Interpolationsfunktion,
Berechnung fir Langsfuge; Vergleich
Ergebnisse bei Einbeziehung der
Momentan- und Extremwerte bei
gleichem Elastizitatsmodul fur die
Betondecke (Eingangsdaten geman
RIWE (2015)), bei Nachweis der
Querfuge ergeben sich deutlich geringere
Ausfallwahrscheinlichkeiten

Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhan-
gigkeit von der Deckendicke fur 27, 125
und 343 Stiitzstellen flr Interpolations-
funktion, Berechnung fir Langsfuge und
Momentanwerte; Darstellung in unter-
schiedlicher Auflosung (Eingangsdaten
gemal RIWE (2015))
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Bild 7.10 Ausfallwahrscheinlichkeit AW in Abhan-

gigkeit von der Deckendicke; mit 125
Stutzstellen fir Interpolationsfunktion,
Berechnung fiir Langsfuge; Vergleich
der Ergebnisse evaluiert fur Ein-
gangsdaten aus Finite-Elemente
Berechnungen und bei Anwendung des
analytischen Ansatzes (Eingangsdaten
gemal RIWE (2015))

Tabellen

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

1.1

1.2

2.1

22

23

24
2.5

2.6

41

4.2

43

Auswahl an Fachpublikationen im
Bereich Strallenwesen der letzten 20
Jahre die die FEM verwenden

Finite Elemente Codes mit Speziali-
sierung fur Verkehrsflachen. (Im *.pdf
sind die meisten Programmnamen
Hyperlinks.)

Parameter des zu testenden Modells fir
Thermoelastizitat

Parameter des Zwei-Wirfel Verifikati-
onsproblems, die Einstellungen sind
nach KONYUKHOV und 1ZI (2015,
Abschnitt 20.2.1) gewahlt

Vergleich der Ergebnisse von ABAQUS
und ConCalc. Dabei bedeutet ,nAT “die
Anzahl der Zeitinkremente, ,C" das Flag
des Clipping-Algorithmus, ,R“ das Flag
der umgekehrten Primar- und Sekundar-
Oberflache, engl. ,reverted surfaces”
und ,nnd“ die Anzahl der Knoten

Parameter des Patch-Tests

Zusammenfassung des Penalty-
Parameters

Einstellungen des zu testenden Modells
fur Winkler-Bettung

Parameter des Dimensionierungs-
beispiels

Zusammenfassung der Kurz-
schreibweise zur ldentifikation der
Modellvarianten

Zahlenwerte der Konvergenzstudie V-G.
Die Werte flr das C3D20- Element
beziehen sich ausschliellich auf die
Spalte cl. Bis auf die letzte Spalte gelten
alle Werte flr das C3D10-Element

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.
Tab.
Tab.

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8
4.9

4.10

4.1

4.12

5.1

6.1
6.2

6.3
6.4
6.5

Erweiterter Parametersatz des Dimensi-
onierungsbeispiels fur die Kontinuums-
Bettung

Einstellungen der Kontaktcode in
ConCalc

Zusammenfassung der Evaluations-
rechnungen

Referenzdibelfaktoren fiir B> 0,8-106
aus den RDO Beton (2009, Tabelle 4.4)

Parameter von Diibeln und Ankern

Die aus ConCalc-Berechnungen ent-
standenen maximalen Zugspannungen
an der Unterkante der Betonplatte und
die Dibelfaktoren beim Modell mit
Dubeln und Verkehrsbelastung an der
Langsfuge

Die aus ConCalc-Berechnungen ent-
standenen maximalen Zugspannungen
an der Unterkante der Betonplatte und
die Dubelfaktoren beim Modell mit
Ankern und Verkehrsbelastung an der
Langsfuge

Die aus ConCalc Berechnungen ent-
standenen maximalen Zugspannungen
an der Unterkante der Betonplatte und
die Dubelfaktoren beim Modell mit
Ankern und Verkehrsbelastung an der
Querfuge

Die aus ConCalc Berechnungen ent-
standenen maximalen Zugspannungen
an der Unterkante der Betonplatte und
die Dibelfaktoren beim Modell mit
Dubeln und Verkehrsbelastung an der
Querfuge.

Zwolf innerhalb der Studie untersuchte
Parametersatze. Die Ubrigen Parameter
entsprechen Tabelle 4.1. Die Dicke wird
von 200 mm bis 300 mm in Schritten
von 25 mm variiert

Abkurzungen fur die POD

Zeitliche Entwicklung der Verschiebung
der ersten Freiheitsgrade

>-Matrix der Singularwertzerlegung
Effizienz und Genauigkeit der PODn

POD mit geanderten Eingangpa-
rametern und einer Basis-Mode
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Tab. 6.6

Tab. 6.7

Tab. 6.8

Tab. 6.9

POD mit gednderte Eingangparameter
und zwei Basis-Moden

>-Matrix der Singularwertzerlegung der
Betonplatte auf KK-Unterlage im Lastfall
TG

>-Matrix der Singularwertzerlegung der
Betonplatte auf KK-Unterlage im Lastfall
VTG

>-Matrix der Singularwertzerlegung der
Betonplatte auf ntW-Unterlage im
Lastfall TG
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